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15分の講義 + 20分の実践 (ちょっとのびるかもしれません)

8章につながる
[1] Juan Carrasquilla & Roger G. Melko, Nature Physics volume 13, pages431–434(2017)

[1]
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イジング模型と相転移
物理と相転移
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色々な相転移がある

相転移を調べること≒ 場の量子論を調べる (くりこみ群)

気液相転移, 磁性転移, 宇宙初期の相転移などなど

相転移を調べること自体が重要だが、

となり、素粒子理論としても重要な研究対象

(そもそも) ニューラルネットは相転移をみつけられるのか？

ALICE:

http://alice-j.org/%E3%82%AF%E3%82%A9%E3%83%BC%E3%82%AF%E3%83%BB%E3%82%B0%E3%83%AB%E3%83%BC%E3%82%AA%E3%83%B3%E3%83%97%E3%83%A9%E3%82%BA%E3%83%9E-qgp/
http://alice-j.org/%E3%82%AF%E3%82%A9%E3%83%BC%E3%82%AF%E3%83%BB%E3%82%B0%E3%83%AB%E3%83%BC%E3%82%AA%E3%83%B3%E3%83%97%E3%83%A9%E3%82%BA%E3%83%9E-qgp/
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イジング模型と相転移
物理と相転移
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2016年といえば、アルファ碁がイ・セドル氏に勝った。

結果として、ニューラルネットは相転移温度もわかる！ 
ことがわかった

Youtube

ニューラルネットをつかって相転移を見つけられるか？
… J. CarrasquillaとR. Melko らはこれをしらべた

[1] Juan Carrasquilla & Roger G. Melko, Nature Physics volume 13, pages431–434(2017)

深層学習(ニューラルネット)が盤面の判定に大きな役割を果たした

https://www.youtube.com/watch?v=LReWnaQy8-c
https://www.youtube.com/watch?v=LReWnaQy8-c
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イジング模型と相転移
 2次元イジング模型 = 磁石の模型, 相転移を記述, 解ける
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E[C] = −
L2

∑
i=1

∑
j∈𝒩(i)

sisj − h
L2

∑
i=1

si 𝒩(i): 最近接格子

磁石：常温で磁石の性質を持つが、加熱すると磁石ではなくなる = 相転移！
i: 格子点番号二次元イジング模型

L: 系の大きさ

si = {+1,
−1

h: 外部磁場
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イジング模型と相転移
状態和 = すべての可能なスピンの配置で期待値を取る
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E[C] = −
L2

∑
i=1

∑
j∈𝒩(i)

sisj − h
L2

∑
i=1

si 𝒩(i): 最近接格子
si = ± 1

磁石：常温で磁石の性質を持つが、加熱すると磁石ではなくなる = 相転移！

m(β) = 𝔼β [m̂[s]] ≡
1
Z ∑

C∈{s}

e−βE[C]m̂[s]

i: 格子点番号

逆温度β=1/Tの時の磁化の期待値

目標: 磁化m を逆温度の関数として求める

m̂[s] =
1
L2

L2

∑
i

si

…

二次元イジング模型

L: 系の大きさ

すべての可能なスピンの並べ方C について重み を付けて足し上げるとm(β) がもとまる。e−βE[C]

C1 C2 C3
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イジング模型と相転移
磁化m を逆温度β = 1/T の関数として求めたい
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E[C] = −
L2

∑
i=1

∑
j∈𝒩(i)

sisj − h
L2

∑
i=1

si 𝒩(i): 最近接格子
si = ± 1

磁石：常温で磁石の性質を持つが、加熱すると磁石ではなくなる = 相転移！
i: 格子点番号

平均場近似を使うと右図のようにm をβの関数として 
近似的に計算できる→ β ~ 0.3 で何かある？ 

四角でかこった部分の和はとれない？ 
→ 和の公式が知られている例はまれ 
(実は2次元イジング模型は和の公式が知られている) 
→ モンテカルロ法をつかう 

平均場近似

m(β) = 𝔼β [m̂[s]] ≡
1
Z ∑

C∈{s}

e−βE[C]m̂[s] m̂[s] =
1
L2

L2

∑
i

si

すべての可能なスピンの並び方の和

二次元イジング模型

L: 系の大きさ
逆温度β=1/Tの時の磁化の期待値

 Zは規格化定数
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イジング模型と相転移
モンテカルロ法 = 確率を使って足し算を近似する
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m(β) = 𝔼β [m̂[s]] ≡
1
Z ∑

C∈{s}

e−βE[C]m̂[s] ≈
1

Ncnf

Ncnf

∑
c=1

m̂[sc]

C = {σ}

∝ exp(−βE[C]) 確率の高い所を沢山とってきて、 
和を近似する(モンテカルロ法)

※確率の低いところも現れるので

試行回数無限で厳密になる。

条件はあるが割愛。

条件付き確率 条件付き確率 条件付き確率 …

上のように作ったスピンの配置の一つ一つをスピン配位とよぶ 
m をスピン配位について平均すると、あるβ=1/Tでのmが求まる

↑確率とみなす

鋭いピーク



10

イジング模型と相転移
2次元イジング模型は、β ≒ 0.4 で相転移を起こす
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m(β) = 𝔼β [m̂[s]] ≡
1
Z ∑

C∈{s}

e−βE[C]m̂[s]

β = 1/T

m(β)

高温 低温

低温だと磁化は1だが、高温だと0。 
β = 0.4?  あたりでなにか起こってる = 相転移！

いろんなβでモンテカルロ法(熱浴法)を使ってm を計算した。

平均場近似

≈
1

Ncnf

Ncnf

∑
c=1

m̂[sc]
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• 相転移は、いろいろなところに現れる


• くりこみ群を通して場の量子論ともつながってるため 
素粒子理論としても重要


• 統計力学の状態和は取れないので、確率的に足し上げる 
(モンテカルロ法)


• モンテカルロ法に現れる「スピンの配置」のことをスピン配位という


• 2次元(正方)イジング模型は、β=1/T ≒ 0.4 で相転移を起こす


• コメント: 場の量子論の一種の格子ゲージ理論も同じ構造→同じ研究手法がつかえる


• ニューラルネットで2次元イジング模型の相転移をしらべよう！

イジング模型と相転移
ここまでのまとめ
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Nature Physics の論文の概要
イジング模型の配位を画像だと思って分類する
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ニューラルネットで相転移検出 
(論文のものすごく一部)

- 2次元イジング模型の配位は、「画像データ」とみなせる 
- イジング模型の相は2つしかない。 
- ニューラルネットは、画像の分類ができる (後述) 
- ニューラルネットによる2値分類を使えば相転移がわかりそう

犬猫 高温の配位低温の配位
白 = スピン+ 
黒 = スピン-
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ニューラルネットとは
ニューラルネットとは、”線形変換” + 非線形変換
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= (
0 1 0
0 1 0
0 1 0) ∼

0
1
0
0
1
0
0
1
0

1. 画像は、ベクトル

2a. ベクトルは、行列で変換できる。行列の要素は後で決める

= ⃗x

⃗u = W ⃗x = (w1,1 w1,2 ⋯ w1,9
w2,1 w2,2 ⋯ w2,9) ⃗x

σ( ⃗u ) ≡ (σ(u1)
σ(u2))

2b. ベクトルは、非線形関数σ で変換できる

3. ニューラルネットは、行列積と非線形変換の組み合わせ

σ
(非線形関数σ: 活性化関数、色々ある)

f( ⃗x ) = σ2(W2σ1(W1 ⃗x ))

今の例だと、9次元ベクトル

例えば、ベクトル(画像) を入れて、2 次元ベクトルを出す関数を作る

たとえば

数字の「1」

をドット絵で書く

activation とも言う。

(σは適当な活性化関数)

要素ごとに作用する



14

ニューラルネットとは
学習 = パラメータの調整
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1. 画像は、ベクトル
2a. ベクトルは、行列で変換できる。大きさは上手く調整する
2b. ベクトルは、非線形関数σ で変換できる
3. ニューラルネットは、行列積と非線形変換の組み合わせ

⃗y = σ2(W2σ1(W1 ⃗x ))

⃗x =

0
1
0
0
1
0
0
1
0

W2W1

どっちの軸に近いかで 
「1」 か「2」を分類する

W1 とW1 は、うまく識別できるように 
画像を入れて試しながら調整する(学習/トレーニング)

今だと3x3 = 9次元空間 今だと2次元空間
「1」か「2」の手書き文字を分類したいとする

⃗x
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実践
目標: イジング模型の配位を高温相と低温相で分類する
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β = 1/T = 大(低温)β = 1/T = 小(高温)

入力
 L

H
W2W1

低温の配位が入力されたら

L の値が大きく、

高温の配位が入力されたら

H の値が大きくなるように

Wを調整する(学習)

(WI)ij ← (WI)ij − ϵ
∂E

∂(WI)ij

 : 誤差


: 小さい正の数
E
ϵ
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実践
今からやること
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1.  使うニューラルネットを解説 
2.  トレーニングを実行 
3.  結果を見てみる 
4.  まとめ

事前に送ったPDFの準備を行っている事を前提とします。 
1.配位をダウンロード 
2.配位をアップロード 
3.ノートブックをコピー 
4.Google drive のマウント
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実践
sub-title
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ライブラリのロード

ニューラルネットの構成

①
②

① ②

= (
0 0 0
0 0 0
0 1 1)

∼

0
0
0
0
0
0
0
1
1

= ⃗x

入力  L

H

出力

f( ⃗x ) = σ2(W2σ1(W1 ⃗x ))

 L H

=1/T : 大きい 

(低温相)

β
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実践
前処理、ラベル付け
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=1/T  < β βcr = 0.44

=1/T  > β βcr = 0.44
低温相

高温相

配位と配位を作った時のβを使ってラベル付け

データ={( , 低温相), ( , 高温相), …}
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実践
ニューラルネットのトレーニング
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11.3. ݧ࣮

11.3.1 શ݁߹χϡʔϥϧωοτ

·ͣͱ͋ΕϥΠϒϥϦͷಡΈࠐΈͰ͋Δɻ

ιʔείʔυ 11.3 code

1 import tensorflow as tf

2 from tensorflow import keras

3 print(tf.__version__)

ͦͯ͠ϞσϧΛΈཱͯΔɻ൴Βͷͨͬχϡʔϥϧωοτඇৗʹγϯ

ϓϧͰɺத͕ؒ 1 (Ϣχοτ 100)ͷ 2ྨΛ͏ߦχϡʔϥϧωοτ

Ͱ͋Δ*4ɻ໊લͱͯ͠ model FC ͱ͚ͭΔ͕ FC  fully connectedɺશ݁

߹ͷҙຯͰ͋Δɻ

ιʔείʔυ 11.4 code

1 tf.random.set_seed(12345)

2 model_FC = keras.Sequential([

3 keras.layers.Flatten(input_shape=(32, 32)),

4 keras.layers.Dense(100, activation=’relu’),

5 keras.layers.Dense(2, activation=’softmax’)

6 ])

ؔࠩޡ (ιϑτϚοΫε)ΫϩεΤϯτϩϐʔΛͱΓɺֶश adamͰ

ͱʹ͢Δɻ͜͏ߦ

ιʔείʔυ 11.5 code

1 model_FC.compile(optimizer=’adam’,

2 loss=’categorical_crossentropy’,

3 metrics=[’accuracy’])

ֶश

*4 ಛʹҙຯແ͍͕ੑ׆ԽؔݪจͷγάϞΠυ͔ؔΒ ReLU ʹมͨ͠ߋɻ

228

ୈ 11 ষ ωΠνϟʔϑΟδοΫεͷจΛ͠ݱ࠶Α͏

ιʔείʔυ 11.6 code

1 model_FC.fit(train_data, train_labels, epochs=10)

͚ͩͰྑ͍ɻ͠ඞཁͰ͋ΕΞϠϝͷྫͱಉֶ͘͡शཤྺΛͯݟΈͯ

ྑ͍ɻ

ഥࢠൈ͚͢Δ΄Ͳ؆୯ͩͱ͚͍ͩͨͯͬࢥΕ͜Ε·Ͱͷઆ໌͕ཧղͰ͖

͍ͯΔͱ͍͏͜ͱͳͷͰ҆৺ͯ͠΄͍͠ɻ

݁Ռͷϓϩοτɺmatplotlib Λ༻͍ͯ

ιʔείʔυ 11.7 code

1 xs=[]

2 y1s=[]

3 y2s=[]

4 Ndatamax = 950 σʔλͷ૯༺ূݕ#
5 Nsameclass = 50 #ಉ͡ϕʔλʹ͋Δূݕ༻σʔλͷҐͷ
6 for ii in range(0,Ndatamax,Nsameclass):

7 res = model_FC(val_data[ii:ii+Nsameclass])

8 x = val_betas[ii]

9 y1= np.mean(res.numpy().T[0] )

10 y2=np.mean(res.numpy().T[1] )

11 xs.append( x)

12 y1s.append( y1 )

13 y2s.append( y2 )

14 print(x,y1,y2)

15 plt.axvline(x=0.440686, ymin=0, ymax=1, ls="dashed",color

="gray",label="Critical")

16 plt.plot(xs,y1s,label="class:order",marker="o")

17 plt.plot(xs,y2s,label="class:disorder",marker="o")

18 plt.legend()

19 plt.xlabel(r"$\beta=1/T$")

20 plt.ylabel(r"Prob")

21 plt.show()

ͱ͓ͯ͜͠ͳ͍ɺલʹΈͨਤ 11.1ͷ௨Γͱͳͬͨɻަͷ࠲ඪͱີݫͳ૬
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(WI)ij ← (WI)ij − ϵ
∂E

∂(WI)ij

 : 誤差


: 小さい正の数
E
ϵ

 L

H
W2W1

誤差関数E の等高線。★がスタート位置。

θはWの要素

誤差関数E

2次のおもちゃでの最適化例
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実践
結果の図示
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 L

H

クロスしてる点が 
相転移点になってる！

β = 1/T = 大(低温)β = 1/T = 小(高温)
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まとめと補足
ニューラルネットでも相転移を検出できる
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• ニューラルネットで2次元イジング模型の相転移をしらべた[1]


• 2次元(正方)イジング模型は、β=1/T ≒ 0.4 で相転移を起こす


• 実は正方格子イジング模型で学習したネットワークを使うと、三角格子イジング模型の相転移温度もわ
かる(非自明)


• 2次元のイジングゲージ理論 (Z2 格子ゲージ理論) も調べている。オーダーパラメータなし*


• 残る疑問など


• なぜ検出できたのか？　→　論文[1]の付録参照


• エラーバーは付けられないのか？、ハイパーパラメータ依存性？　→　未解決


• 相転移温度の情報つかってるじゃん　  
→　A. Tanaka, A. Tomiya 2016 or 「ディープラーニングと物理学」8章を見てください


• 画像生成できるなら、配位も生成できる？　→　最先端の話題！ arXiv:2010.11900 や引用文献参照
[1] Juan Carrasquilla & Roger G. Melko, Nature Physics volume 13, pages431–434(2017) *実はクロスオーバー

https://arxiv.org/abs/2010.11900
https://arxiv.org/abs/2010.11900
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