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構造 熱 流体

• シミュレーションは製品の物理特性の評価において重要 
• 計算時間が長く、シミュレーションを用いた最適化が困難な場合がある

➡ 軽量なモデル（サロゲートモデル）で重いシミュレーションを置き換えたい

背景：物理シミュレーションを軽量化したい



関連研究：物理シミュレーションの機械学習
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Umetani+ 2018 
• リアルタイムで 

車体の空力性能予測 
• メッシュ構造固定
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Umetani+ 2018 
• リアルタイムで 

車体の空力性能予測 
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Sanchez-Gonzalez+ 2020 
• 任意点群での学習 
• 高速化は未達成

Chang+ 2020 
• 任意梁構造での学習 
• 梁部材選定の最適化

関連研究：物理シミュレーションの機械学習
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Umetani+ 2018 
• リアルタイムで 

車体の空力性能予測 
• メッシュ構造固定

Sanchez-Gonzalez+ 2020 
• 任意点群での学習 
• 高速化は未達成

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

??y

<latexit sha1_base64="U/vGccNsuwsiFOkAeidtoraeyA8="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="Q/lQ8ZlH6tw8+rLPe1AuUzeteKI="></latexit>

??y

<latexit sha1_base64="U/vGccNsuwsiFOkAeidtoraeyA8="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="Q/lQ8ZlH6tw8+rLPe1AuUzeteKI="></latexit>

Horie+ 2020 (IsoGCN) 
• 任意メッシュでの学習 
• 高速化を達成 
• 物理現象の対称性を考慮

<latexit sha1_base64="2kJMke9faGRQ78wZW0RD0+/K0VU="></latexit>

Training samples

<latexit sha1_base64="bH37X9Fas6DrPdDqILF2apU413I="></latexit>

Ground Truth (FEA)
<latexit sha1_base64="l6XGJOhRhTdDmxOWFiFNQU4nZA8="></latexit>

IsoGCN (Ours)

Chang+ 2020 
• 任意梁構造での学習 
• 梁部材選定の最適化

関連研究：物理シミュレーションの機械学習
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Graph Neural Network の適用

Umetani+ 2018 
• リアルタイムで 

車体の空力性能予測 
• メッシュ構造固定

Sanchez-Gonzalez+ 2020 
• 任意点群での学習 
• 高速化は未達成

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

??y

<latexit sha1_base64="U/vGccNsuwsiFOkAeidtoraeyA8="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="Q/lQ8ZlH6tw8+rLPe1AuUzeteKI="></latexit>

??y

<latexit sha1_base64="U/vGccNsuwsiFOkAeidtoraeyA8="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="Q/lQ8ZlH6tw8+rLPe1AuUzeteKI="></latexit>

Horie+ 2020 (IsoGCN) 
• 任意メッシュでの学習 
• 高速化を達成 
• 物理現象の対称性を考慮

<latexit sha1_base64="2kJMke9faGRQ78wZW0RD0+/K0VU="></latexit>

Training samples

<latexit sha1_base64="bH37X9Fas6DrPdDqILF2apU413I="></latexit>

Ground Truth (FEA)
<latexit sha1_base64="l6XGJOhRhTdDmxOWFiFNQU4nZA8="></latexit>

IsoGCN (Ours)

Chang+ 2020 
• 任意梁構造での学習 
• 梁部材選定の最適化

同変性の導入
関連研究：物理シミュレーションの機械学習
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3D データをどう扱うか？

10
Ahmed+ 2018Ahmed+ 2018
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複雑形状・3 次元の場の 
表現に不向き

Ahmed+ 2018

3D データをどう扱うか？
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Ahmed+ 2018

・形状の滑らかさを表現しにくい 
・データ構造として非効率的

3D データをどう扱うか？
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物理シミュレーションで 
よく用いられるデータ構造

Ahmed+ 2018

3D データをどう扱うか？
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Ahmed+ 2018

しかし、扱いが難しい

物理シミュレーションで 
よく用いられるデータ構造

3D データをどう扱うか？
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頂点

辺

• グラフ：頂点（vertex）と辺（edge）からなるデータ構造
グラフの難しさ



頂点

辺

16

• グラフ：頂点（vertex）と辺（edge）からなるデータ構造
- メッシュもグラフとみなせる

グラフの難しさ
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• グラフの難しいところ： 
- 頂点の数が不定 
- 頂点から伸びているエッジの数が不定

• グラフ：頂点（vertex）と辺（edge）からなるデータ構造
- メッシュもグラフとみなせる

グラフの難しさ



• グラフ：頂点（vertex）と辺（edge）からなるデータ構造

18

• グラフの難しいところ： 
- 頂点の数が不定 
- 頂点から伸びているエッジの数が不定 より扱いやすい例：

画像（格子グラフ）

- メッシュもグラフとみなせる

グラフの難しさ
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全結合ニューラルネットワーク

全結合ネットワークと Graph Neural Network

• 全結合のネットワークではグラフが変わると対応できない
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全結合ニューラルネットワーク

全結合ネットワークと Graph Neural Network

• 全結合のネットワークではグラフが変わると対応できない

?
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• Graph Neural Network (GNN) はグラフの構造が変わっても同じモデルが使える

全結合ニューラルネットワーク GNN

全結合ネットワークと Graph Neural Network

• 全結合のネットワークではグラフが変わると対応できない

?
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• Graph Neural Network (GNN) はグラフの構造が変わっても同じモデルが使える

全結合ニューラルネットワーク GNN

全結合ネットワークと Graph Neural Network

• 全結合のネットワークではグラフが変わると対応できない

?

➡ 一般の GNN は計算が重く、大きいグラフ（~ 1M 節点）に使用できない
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GCN: 軽量な GNN
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2

h(0)
v

<latexit sha1_base64="u22eQveWdOfZkhZ2mvV/mSTAk98="></latexit>

h(0)
u

<latexit sha1_base64="8QJB/5Lyj/I3HjrcEvjcP451jPY="></latexit>



25

GCN: 軽量な GNN
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2

h(0)
v

<latexit sha1_base64="u22eQveWdOfZkhZ2mvV/mSTAk98="></latexit>

h(0)
u

<latexit sha1_base64="8QJB/5Lyj/I3HjrcEvjcP451jPY="></latexit>
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GCN: 軽量な GNN
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2

h(0)
v

<latexit sha1_base64="u22eQveWdOfZkhZ2mvV/mSTAk98="></latexit>

h(0)
u

<latexit sha1_base64="8QJB/5Lyj/I3HjrcEvjcP451jPY="></latexit>

<latexit sha1_base64="PH0JrDHV0Rbepy/bJaNyQlsEN/4="></latexit>

Âvuh
(0)
u W (1)

<latexit sha1_base64="DdlZoT0nv3lNJP8iLHxV6dbtiLU="> </latexit>

Âvvh
(0)
v W (1)
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GCN: 軽量な GNN
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2

h(0)
v

<latexit sha1_base64="u22eQveWdOfZkhZ2mvV/mSTAk98="></latexit>

h(0)
u

<latexit sha1_base64="8QJB/5Lyj/I3HjrcEvjcP451jPY="></latexit>

7!

<latexit sha1_base64="wl1AngAYcd3Wqxaet4Ws1Tzvml4="></latexit>

h(1)
v

<latexit sha1_base64="FvyjXOiF2b+5qI3UbohqMr1oPXw="></latexit>

<latexit sha1_base64="67zv/gLDCHUI6bHGHAi8+rKLwSw="></latexit>

h(1)
u

<latexit sha1_base64="PH0JrDHV0Rbepy/bJaNyQlsEN/4="></latexit>

Âvuh
(0)
u W (1)

<latexit sha1_base64="DdlZoT0nv3lNJP8iLHxV6dbtiLU="> </latexit>

Âvvh
(0)
v W (1)
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h(0)
v

<latexit sha1_base64="u22eQveWdOfZkhZ2mvV/mSTAk98="></latexit>

h(0)
u

<latexit sha1_base64="8QJB/5Lyj/I3HjrcEvjcP451jPY="></latexit>

7! · · · 7!

<latexit sha1_base64="cj7Qucy2mCMkpuSqF0y1gpP4lr4="></latexit>

h(k)
v

<latexit sha1_base64="4BtwClyP8ujgVdw3YUCXqwgQFm0="></latexit>

7!

<latexit sha1_base64="wl1AngAYcd3Wqxaet4Ws1Tzvml4="></latexit>

h(1)
v

<latexit sha1_base64="FvyjXOiF2b+5qI3UbohqMr1oPXw="></latexit>

<latexit sha1_base64="67zv/gLDCHUI6bHGHAi8+rKLwSw="></latexit>

h(1)
u

<latexit sha1_base64="5w+W2YjSCm0PL9QGIXyFfeVmHyA="></latexit>

h(k)
u

GCN: 軽量な GNN

<latexit sha1_base64="PH0JrDHV0Rbepy/bJaNyQlsEN/4="></latexit>

Âvuh
(0)
u W (1)

<latexit sha1_base64="DdlZoT0nv3lNJP8iLHxV6dbtiLU="> </latexit>

Âvvh
(0)
v W (1)

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列

• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2
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• 関数 f: X → Y が群 G の作用に対して不変（invariant）である：

31

8g 2 G, 8x 2 X, f(g · x) = f(x)

<latexit sha1_base64="jCf3w6l0gu+SO0HA8MoymaODpsA="></latexit>

• 例：温度は合同変換（回転・鏡映・平行移動）に対して不変

不変性と同変性：現象の持つ対称性

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

Ti

<latexit sha1_base64="XqWrPyzfSR1mJlx+Genyfi9zBMI="></latexit>

Ti

<latexit sha1_base64="XqWrPyzfSR1mJlx+Genyfi9zBMI="></latexit>

<latexit sha1_base64="+lD/DBh6ya7/pS2FVlmcpZU+JUA="></latexit>

X X

Y

g·

f
f

G を群、X、Y を左 G-集合とする
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8g 2 G, 8x 2 X, f(g · x) = g · f(x)

<latexit sha1_base64="lS0k9uBbvw0LpIjQ69EQpu97kAw="></latexit>

G を群、X、Y を左 G-集合とする
• 関数 f: X → Y が群 G の作用に対して同変（equivariant）である：

不変性と同変性：現象の持つ対称性

• 例：変位は直交変換（回転・鏡映）に対して同変

<latexit sha1_base64="5ZYyyFqCOKeG/NzVXEbOAjqJ7pg="></latexit>

X X

Y Y

g·

f f

g·- 変位は平行移動に対して不変 
- 不変性は同変性の一種なので、変位は合同変換に対して同変

Orthogonal transformation�����������������!

<latexit sha1_base64="rms4CtWIyFQZX8MAFriI7EwbuHA="></latexit>

g · di

<latexit sha1_base64="+NqCSUtR9b1KL5M0q/rP2JCAOb0="></latexit>

di

<latexit sha1_base64="GXr9eN23euBP4VCyKs1nCMGXCWQ="></latexit>
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不変性と同変性：現象の持つ対称性

• 物理量・物理法則は合同変換同変である 
- 例：フックの法則

合同変換の群（ユークリッド群）を　　　　とする
<latexit sha1_base64="bJroXMAqoZNEmQDVc31XuYSaitQ="></latexit>

E(n)

<latexit sha1_base64="Zhxbsr7J4W1oM5mxwUMh6+nBZFM="></latexit>

8e 2 E(n),� = �C" ) e · � = �(e · C)(e · ")

Orthogonal transformation�����������������!

<latexit sha1_base64="rms4CtWIyFQZX8MAFriI7EwbuHA="></latexit>
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不変性と同変性：現象の持つ対称性

• 物理量・物理法則は合同変換同変である 
- 例：フックの法則

合同変換の群（ユークリッド群）を　　　　とする
<latexit sha1_base64="bJroXMAqoZNEmQDVc31XuYSaitQ="></latexit>

E(n)

<latexit sha1_base64="Zhxbsr7J4W1oM5mxwUMh6+nBZFM="></latexit>

8e 2 E(n),� = �C" ) e · � = �(e · C)(e · ")

Orthogonal transformation�����������������!

<latexit sha1_base64="rms4CtWIyFQZX8MAFriI7EwbuHA="></latexit>

<latexit sha1_base64="SnZWy75D1/rmIVbLqvbZSYxuR14="></latexit>

U
e 2 O(n), Ue

ii0U
e
jj0�i0j0 = �U

e
ii0U

e
jj0U

e
kk0U

e
ll0Ci0j0k0l0U

e
kk00U

e
ll00"k00l00

= �U
e
ii0U

e
jj0�k0k00�l0l00Ci0j0k0l0"k00l00

= �U
e
ii0U

e
jj0Ci0j0k0l0"k0l0
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• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

h(0)
v

<latexit sha1_base64="u22eQveWdOfZkhZ2mvV/mSTAk98="></latexit>

h(0)
u

<latexit sha1_base64="8QJB/5Lyj/I3HjrcEvjcP451jPY="></latexit>

7! · · · 7!

<latexit sha1_base64="cj7Qucy2mCMkpuSqF0y1gpP4lr4="></latexit>

h(k)
v

<latexit sha1_base64="4BtwClyP8ujgVdw3YUCXqwgQFm0="></latexit>

7!

<latexit sha1_base64="wl1AngAYcd3Wqxaet4Ws1Tzvml4="></latexit>

h(1)
v

<latexit sha1_base64="FvyjXOiF2b+5qI3UbohqMr1oPXw="></latexit>

<latexit sha1_base64="67zv/gLDCHUI6bHGHAi8+rKLwSw="></latexit>

h(1)
u

<latexit sha1_base64="5w+W2YjSCm0PL9QGIXyFfeVmHyA="></latexit>

h(k)
u

<latexit sha1_base64="PH0JrDHV0Rbepy/bJaNyQlsEN/4="></latexit>

Âvuh
(0)
u W (1)

<latexit sha1_base64="DdlZoT0nv3lNJP8iLHxV6dbtiLU="> </latexit>

Âvvh
(0)
v W (1)

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2

GCN と不変性・同変性
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GCN と不変性・同変性
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

• GCN は、入力が合同変換不変のときのみ不変 
- 不変性を保ったままノード位置を入力できない

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2
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GCN と不変性・同変性
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

• GCN は、入力が合同変換不変のときのみ不変 
- 不変性を保ったままノード位置を入力できない

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2
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• GCN は、入力が合同変換不変のときのみ不変 
- 不変性を保ったままノード位置を入力できない

GCN と不変性・同変性
• GCN: Graph Convolutional Network (Kipf+ 2017) 
- ノード間の相互作用を線形化しモデルを軽量化

<latexit sha1_base64="o6aY/JnuEp6zcBBdhqSVFcv53AQ="></latexit>

A+ I
<latexit sha1_base64="8DweC9PMa8/7wTiPAupkMuqB2sI="></latexit>

D̃ : 　　　の度数行列

:
<latexit sha1_base64="MWG5lUqnJdBVRQLRm3/SphDVBBo="></latexit>

Activation(k)

成分ごとに作用する非線形関数

: 隣接行列
<latexit sha1_base64="WbhS01fBlF8FrborgPZSpV+EEdo="></latexit>

A 2 R|V|⇥|V|

<latexit sha1_base64="djYMfwekgn/ZaOz2AJvja0p43pg="></latexit>

|V| : グラフのノード数

:
<latexit sha1_base64="GEGO7ZWjHIxYwn8BEP1CVANU90M="></latexit>

W (k) 2 Rf(k�1)⇥f(k)

学習するパラメータ行列

<latexit sha1_base64="a5nqPDYK3rnrA9TA6sBClwjRq+k="></latexit>

h(k) 2 R|V|⇥f(k) : 特徴量行列
<latexit sha1_base64="BxHdfQeRDDmOvNmizi6x5n/gNIw="></latexit>

h(k)
v = Activation(k)

 
X

u

Âvuh
(k�1)
u W (k)

!
<latexit sha1_base64="LbmnQ0VF/XTrDhJxl7PZvmaoGFo="></latexit>

Â = D̃� 1
2 (A+ I)D̃� 1

2

• 一般に GCN は合同変換同変とならない
<latexit sha1_base64="a4XalLJd//VZl1iR86fPH3G8F+Y="></latexit>

9e 2 E(d), e · h(k) 6= Activation(k)(Âe · h(k�1)W (k))



Tensor field network: 合同変換同変な機械学習モデル
• TFN: Tensor field network (Thomas+ 2018) 
- 球面調和関数を用いた 
合同変換不変・同変な機械学習モデル

39

<latexit sha1_base64="yuACOJfCxHiaRS8NcKMxriKQRTc="></latexit>

H̃
(1)

in,i

<latexit sha1_base64="VgOQNy1ID+dsfstGmRLg3Zn0lQM="></latexit>xi
<latexit sha1_base64="khC24SVbEL8e58ilDgQuReL+6Nc="></latexit>xj

<latexit sha1_base64="OkSxLwGt30+efbwsqNIziX8PRjQ="> </latexit>

H̃
(l)

out,i = wll
H̃

(l)

in,i +
X

k�0

X

j 6=i

W lk(xj � xi) H̃
(k)

in,j

<latexit sha1_base64="YPaBRQYT6usQ+q79U/lhMv/XMdI="> </latexit>

W lk(x) =
k+lX

J=|k�l|

�lk
J (kxk)

JX

m=�J

YJm(x/kxk)Qlk
Jm



Tensor field network: 合同変換同変な機械学習モデル
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<latexit sha1_base64="PYtkdXn8SrUM4OvfUbfQOWOZVO8="></latexit>

J J = 0 .

<latexit sha1_base64="SxYcjMWfqc/GHayYucrULDwSk30="></latexit>

J J = 1 .

<latexit sha1_base64="Vsxi7/0TVwRTJPeeMSNnI/2uBxU="></latexit>

J J = 2 .

<latexit sha1_base64="yuACOJfCxHiaRS8NcKMxriKQRTc="></latexit>

H̃
(1)

in,i

<latexit sha1_base64="VgOQNy1ID+dsfstGmRLg3Zn0lQM="></latexit>xi
<latexit sha1_base64="khC24SVbEL8e58ilDgQuReL+6Nc="></latexit>xj

• TFN: Tensor field network (Thomas+ 2018) 
- 球面調和関数を用いた 
合同変換不変・同変な機械学習モデル

<latexit sha1_base64="nC1MtaqqmCzJA5WLAOXR3qEEfGs="></latexit>xi

<latexit sha1_base64="Jw7UEFpIRoih01K8lg3Vy5iJMkU="></latexit>

�lk
J : R�0 ! R

<latexit sha1_base64="eqeBoJC9eBvi2uibBjnqrKmdSRk="></latexit>

YJ : R3 ! R2J+1

<latexit sha1_base64="kzp+9uhTCoPnURKxjagfvTh4uio="></latexit>

wll

: type-  入力 
 （  階テンソルに対応）

<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
:   番目ノード位置

<latexit sha1_base64="KdQ+bjKlMUpOlSyjKJlXC087N08="></latexit>

i
: 学習するパラメータ

: 学習する関数
:球面調和関数

<latexit sha1_base64="osK8bujU45fJSkfE5pcQ9mb6Xc4="></latexit>

H̃
(l)

in,i 2 R2l+1

<latexit sha1_base64="OkSxLwGt30+efbwsqNIziX8PRjQ="> </latexit>

H̃
(l)

out,i = wll
H̃

(l)

in,i +
X

k�0

X

j 6=i

W lk(xj � xi) H̃
(k)

in,j

<latexit sha1_base64="YPaBRQYT6usQ+q79U/lhMv/XMdI="> </latexit>

W lk(x) =
k+lX

J=|k�l|

�lk
J (kxk)

JX

m=�J

YJm(x/kxk)Qlk
Jm



Tensor field network: 合同変換同変な機械学習モデル
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• TFN: Tensor field network (Thomas+ 2018) 
- 球面調和関数を用いた 
合同変換不変・同変な機械学習モデル

Clebsch-Gordan 係数

<latexit sha1_base64="pqT7+Gu076vlCUCkgeeLkH1wtoA="></latexit>

Qlk
Jm 2 R(2l+1)⇥(2k+1) :

<latexit sha1_base64="nC1MtaqqmCzJA5WLAOXR3qEEfGs="></latexit>xi

<latexit sha1_base64="Jw7UEFpIRoih01K8lg3Vy5iJMkU="></latexit>

�lk
J : R�0 ! R

<latexit sha1_base64="eqeBoJC9eBvi2uibBjnqrKmdSRk="></latexit>

YJ : R3 ! R2J+1

<latexit sha1_base64="kzp+9uhTCoPnURKxjagfvTh4uio="></latexit>

wll

: type-  入力 
 （  階テンソルに対応）

<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
:   番目ノード位置

<latexit sha1_base64="KdQ+bjKlMUpOlSyjKJlXC087N08="></latexit>

i
: 学習するパラメータ

: 学習する関数
:球面調和関数

<latexit sha1_base64="osK8bujU45fJSkfE5pcQ9mb6Xc4="></latexit>

H̃
(l)

in,i 2 R2l+1

<latexit sha1_base64="OkSxLwGt30+efbwsqNIziX8PRjQ="> </latexit>

H̃
(l)

out,i = wll
H̃

(l)

in,i +
X

k�0

X

j 6=i

W lk(xj � xi) H̃
(k)

in,j

<latexit sha1_base64="YPaBRQYT6usQ+q79U/lhMv/XMdI="> </latexit>

W lk(x) =
k+lX

J=|k�l|

�lk
J (kxk)

JX

m=�J

YJm(x/kxk)Qlk
Jm



Tensor field network: 合同変換同変な機械学習モデル
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対応物 掛け算
ベクトルの 
スカラー倍

ドット積 クロス積

<latexit sha1_base64="UbDYUoOd/xyQTywItzTUAOA4ICk="></latexit>

(0, 1, 1)
<latexit sha1_base64="5UmXG5F5pqvn7SwhwGZJSDsy55k="></latexit>

(1, 0, 1)

<latexit sha1_base64="EHAz67XIdtkkLe04nEDaZw4ZfQ8="></latexit>

(0, 0, 0)
<latexit sha1_base64="fZlkpF/zxAxW9/s9mUm1MvKS1Y8="></latexit>

(1, 1, 0)
<latexit sha1_base64="xG3qY9wylRQ5lkXNPck1KbdzbfI="></latexit>

(1, 1, 1)
<latexit sha1_base64="rpsmCh0dhplViS1k1fjjCSRhFqk="></latexit>

J(J, k, l) .

Clebsch-Gordan 係数

<latexit sha1_base64="pqT7+Gu076vlCUCkgeeLkH1wtoA="></latexit>

Qlk
Jm 2 R(2l+1)⇥(2k+1) :

<latexit sha1_base64="nC1MtaqqmCzJA5WLAOXR3qEEfGs="></latexit>xi

<latexit sha1_base64="Jw7UEFpIRoih01K8lg3Vy5iJMkU="></latexit>

�lk
J : R�0 ! R

<latexit sha1_base64="eqeBoJC9eBvi2uibBjnqrKmdSRk="></latexit>

YJ : R3 ! R2J+1

<latexit sha1_base64="kzp+9uhTCoPnURKxjagfvTh4uio="></latexit>

wll

: type-  入力 
 （  階テンソルに対応）

<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
:   番目ノード位置

<latexit sha1_base64="KdQ+bjKlMUpOlSyjKJlXC087N08="></latexit>

i
: 学習するパラメータ

: 学習する関数
:球面調和関数

<latexit sha1_base64="osK8bujU45fJSkfE5pcQ9mb6Xc4="></latexit>

H̃
(l)

in,i 2 R2l+1

type-   と type-    の入力から type-   の出力を返すときの係数
<latexit sha1_base64="p8q7wPzAKTgT6oh5QW7WQngFQcs="></latexit>

J
<latexit sha1_base64="sAIdrDISjXhZL/8lGO8LP9QoDAo="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="IbD8D/bKKbmERG0tXIFG/QpqH4g="></latexit>

l

<latexit sha1_base64="OkSxLwGt30+efbwsqNIziX8PRjQ="> </latexit>

H̃
(l)

out,i = wll
H̃

(l)

in,i +
X

k�0

X

j 6=i

W lk(xj � xi) H̃
(k)

in,j

<latexit sha1_base64="YPaBRQYT6usQ+q79U/lhMv/XMdI="> </latexit>

W lk(x) =
k+lX

J=|k�l|

�lk
J (kxk)

JX

m=�J

YJm(x/kxk)Qlk
Jm

• TFN: Tensor field network (Thomas+ 2018) 
- 球面調和関数を用いた 
合同変換不変・同変な機械学習モデル



Tensor field network: 合同変換同変な機械学習モデル
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• Universality （同変な連続関数を任意の精度で一様に近似できる性質） 
が示されている（Dym+ 2020) 

• 計算に時間がかかるためシミュレーションの代替には不向き

• TFN: Tensor field network (Thomas+ 2018) 
- 球面調和関数を用いた 
合同変換不変・同変な機械学習モデル

Clebsch-Gordan 係数

<latexit sha1_base64="pqT7+Gu076vlCUCkgeeLkH1wtoA="></latexit>

Qlk
Jm 2 R(2l+1)⇥(2k+1) :

<latexit sha1_base64="nC1MtaqqmCzJA5WLAOXR3qEEfGs="></latexit>xi

<latexit sha1_base64="Jw7UEFpIRoih01K8lg3Vy5iJMkU="></latexit>

�lk
J : R�0 ! R

<latexit sha1_base64="eqeBoJC9eBvi2uibBjnqrKmdSRk="></latexit>

YJ : R3 ! R2J+1

<latexit sha1_base64="kzp+9uhTCoPnURKxjagfvTh4uio="></latexit>

wll

: type-  入力 
 （  階テンソルに対応）

<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="CfRATFevxYkyGfocJcFGu92lSkE="></latexit>

l
:   番目ノード位置

<latexit sha1_base64="KdQ+bjKlMUpOlSyjKJlXC087N08="></latexit>

i
: 学習するパラメータ

: 学習する関数
:球面調和関数

<latexit sha1_base64="osK8bujU45fJSkfE5pcQ9mb6Xc4="></latexit>

H̃
(l)

in,i 2 R2l+1

<latexit sha1_base64="OkSxLwGt30+efbwsqNIziX8PRjQ="> </latexit>

H̃
(l)

out,i = wll
H̃

(l)

in,i +
X

k�0

X

j 6=i

W lk(xj � xi) H̃
(k)

in,j

<latexit sha1_base64="YPaBRQYT6usQ+q79U/lhMv/XMdI="> </latexit>

W lk(x) =
k+lX

J=|k�l|

�lk
J (kxk)

JX

m=�J

YJm(x/kxk)Qlk
Jm
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概要：対称性があり計算効率のよい GNN を開発

46

• IsoGCN: 合同変換不変・同変で計算効率のよい GNN (Horie+ 2020) 
• IsoGCN は同等の精度の有限要素解析より高速 
• IsoGCN は微分演算子の近似とみなせる

スカラー場 
（入力）

勾配 
（正解）

勾配 
（推論）



IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN
頂点数　　のグラフが d 次元ユークリッド空間に 
埋め込まれているとする

47

|V|

<latexit sha1_base64="xIGPczy5GfX9MA7IGK7jioQfAQw=">AAAEynicjVNdb9MwFPW2AGN8bINHXiyqSjxAaapJ4wGhCTSJBx6GRLtJTVQ5jrNa9UdmO0zFzRv/gVd44jfxb7CTQpsUpFlKdH3uvedcH9lJzqg2/f6vre2d4NbtO7t39+7df/Bw/+Dw0UjLQmEyxJJJdZEgTRgVZGioYeQiVwTxhJHzZPbO588/E6WpFJ/MPCcxR5eCZhQj46B4EXFkphgxOyoXk4NOv9evFtwMwmXQAct1Nj </latexit>

xk

<latexit sha1_base64="6rRyYoRwfGhpOaonDcVpe0XLi58="></latexit>

xl

<latexit sha1_base64="qb/ZEj8fR8G/cDA65qfkUvgfqIg="></latexit>

l

<latexit sha1_base64="uffKlqiFTEhhTg93Y+mNqd+wmgo="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="/JywrGDfGa7n6TKCSXwek0Ju4wQ="></latexit>

• IsoAM (Isometric Adjacency Matrix) G：
<latexit sha1_base64="sn0l/Mf0xWaf5fdL8UYXAPn6YiI="></latexit>

G 2 R|V|⇥|V|⇥d
<latexit sha1_base64="2OMewJLGHHWnr2uKuJJjSITozJg="></latexit>

Gijm =
X

k,l;k 6=l

[Tijkl(xk � xl)]m



IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN
頂点数　　のグラフが d 次元ユークリッド空間に 
埋め込まれているとする

48

• IsoAM (Isometric Adjacency Matrix) G：

|V|

<latexit sha1_base64="xIGPczy5GfX9MA7IGK7jioQfAQw=">AAAEynicjVNdb9MwFPW2AGN8bINHXiyqSjxAaapJ4wGhCTSJBx6GRLtJTVQ5jrNa9UdmO0zFzRv/gVd44jfxb7CTQpsUpFlKdH3uvedcH9lJzqg2/f6vre2d4NbtO7t39+7df/Bw/+Dw0UjLQmEyxJJJdZEgTRgVZGioYeQiVwTxhJHzZPbO588/E6WpFJ/MPCcxR5eCZhQj46B4EXFkphgxOyoXk4NOv9evFtwMwmXQAct1Nj </latexit>

xk

<latexit sha1_base64="6rRyYoRwfGhpOaonDcVpe0XLi58="></latexit>

xl

<latexit sha1_base64="qb/ZEj8fR8G/cDA65qfkUvgfqIg="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="ELYD+lkWWFhwPDqslEEXhKTabow="></latexit>

l

<latexit sha1_base64="uffKlqiFTEhhTg93Y+mNqd+wmgo="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="/JywrGDfGa7n6TKCSXwek0Ju4wQ="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="TrXQu1Efg1wvnfE1V3vAXldL3LU="></latexit>

Gij:

<latexit sha1_base64="8uwfqAVxcq8bAGwDqn/n3c/pz3A="></latexit>

<latexit sha1_base64="sn0l/Mf0xWaf5fdL8UYXAPn6YiI="></latexit>

G 2 R|V|⇥|V|⇥d
<latexit sha1_base64="2OMewJLGHHWnr2uKuJJjSITozJg="></latexit>

Gijm =
X

k,l;k 6=l

[Tijkl(xk � xl)]m

•         : グラフごとに定まる 2 階テンソル
<latexit sha1_base64="FxylP6eohvzSuvCZtgcfrbVBmuQ="></latexit>

Tijkl

-                              とおけば
<latexit sha1_base64="jNNPdscmZf0Ba95WP/eUEX88WQc="></latexit>

Tijkl = �il�jkI
<latexit sha1_base64="mjUqw7byMSyZkGNAk7DIg9ivZK8="></latexit>

Gij: = xj � xi
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Key Idea: GCN with Vector-Valued Adjacency Matrix

: Renormalized adjacency matrix
<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="2EjARf22Lsa4lxN/+9HtBTDzFKU="></latexit>

Âij
<latexit sha1_base64="Ycd92ruCsTeRuHEN022JI0ENjOY="></latexit>

Hout = ÂHinW

• GCN’s message passing



50

<latexit sha1_base64="Ycd92ruCsTeRuHEN022JI0ENjOY="></latexit>

Hout = ÂHinW

• IsoGCN’s message passing: 
- Scalar to vector

Key Idea: GCN with Vector-Valued Adjacency Matrix

: Renormalized adjacency matrix
<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="2EjARf22Lsa4lxN/+9HtBTDzFKU="></latexit>

Âij

<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

IsoAM : 
relative vertex positions

<latexit sha1_base64="xhWmIeX/O90J+AEuSZINeXKTprY="></latexit>0

@
Gij,x

Gij,y

Gij,z

1

A = xj � xi
<latexit sha1_base64="fn/QRNScX2RE0RkKT9FRqv/4bDE="></latexit>0

@
Hout,x

Hout,y

Hout,z

1

A =

0

@
G::,x

G::,y

G::,z

1

AHinW

• GCN’s message passing
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<latexit sha1_base64="Ycd92ruCsTeRuHEN022JI0ENjOY="></latexit>

Hout = ÂHinW

• IsoGCN’s message passing: 
- Scalar to vector

Key Idea: GCN with Vector-Valued Adjacency Matrix

: Renormalized adjacency matrix
<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="2EjARf22Lsa4lxN/+9HtBTDzFKU="></latexit>

Âij

<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="xhWmIeX/O90J+AEuSZINeXKTprY="></latexit>0

@
Gij,x

Gij,y

Gij,z

1

A = xj � xi

IsoAM : 
relative vertex positions

<latexit sha1_base64="fn/QRNScX2RE0RkKT9FRqv/4bDE="></latexit>0

@
Hout,x

Hout,y

Hout,z

1

A =

0

@
G::,x

G::,y

G::,z

1

AHinW

• GCN’s message passing
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<latexit sha1_base64="Ycd92ruCsTeRuHEN022JI0ENjOY="></latexit>

Hout = ÂHinW

• IsoGCN’s message passing: 
- Scalar to vector

Key Idea: GCN with Vector-Valued Adjacency Matrix

• IsoGCN incorporates 
graphs' geometry information 
by simply replacing 
the adjacency matrices with IsoAMs

<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="xhWmIeX/O90J+AEuSZINeXKTprY="></latexit>0

@
Gij,x

Gij,y

Gij,z

1

A = xj � xi

IsoAM : 
relative vertex positions

<latexit sha1_base64="fn/QRNScX2RE0RkKT9FRqv/4bDE="></latexit>0

@
Hout,x

Hout,y

Hout,z

1

A =

0

@
G::,x

G::,y

G::,z

1

AHinW

• GCN’s message passing



<latexit sha1_base64="fn/QRNScX2RE0RkKT9FRqv/4bDE="></latexit>0

@
Hout,x

Hout,y

Hout,z

1

A =

0

@
G::,x

G::,y

G::,z

1

AHinW
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<latexit sha1_base64="Ycd92ruCsTeRuHEN022JI0ENjOY="></latexit>

Hout = ÂHinW

• IsoGCN’s message passing: 
- Scalar to vector

Key Idea: GCN with Vector-Valued Adjacency Matrix

• IsoGCN incorporates 
graphs' geometry information 
by simply replacing 
the adjacency matrices with IsoAMs

<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

• IsoAM is equivariant

<latexit sha1_base64="xhWmIeX/O90J+AEuSZINeXKTprY="></latexit>0

@
Gij,x

Gij,y

Gij,z

1

A = xj � xi

IsoAM : 
relative vertex positions

• GCN’s message passing



<latexit sha1_base64="fn/QRNScX2RE0RkKT9FRqv/4bDE="></latexit>0

@
Hout,x

Hout,y

Hout,z

1

A =

0

@
G::,x

G::,y

G::,z

1

AHinW

<latexit sha1_base64="UijHg3lLPd+eIp9LabP4aA/Tcic="></latexit>

Hout =

0

@
G::,x

G::,y

G::,z

1

A ·

0

@
Hin,x

Hin,y

Hin,z

1

AW

<latexit sha1_base64="kIBKEmFY9MwM1l0T0lGkVuDUi9E="></latexit>0

@
Hout,xx Hout,xy Hout,xz

Hout,yx Hout,yy Hout,yz

Hout,zx Hout,zy Hout,zz

1

A =

0

@
G::,xG::,x G::,xG::,y G::,xG::,z

G::,yG::,x G::,yG::,y G::,yG::,z

G::,zG::,x G::,zG::,y G::,zG::,z

1

AHinW
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<latexit sha1_base64="ziI+EGKz0NkVYGbDG/wCYrEu2I0="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="vfYDJtaEzJs8VlqgAivyd/lZ39E="></latexit>

j

• IsoGCN’s message passing: 
- Scalar to vector

- Vector to scalar

- Scalar to rank-2 tensor

Key Idea: GCN with Vector-Valued Adjacency Matrix

• IsoGCN can convert any rank tensors  
to any rank tensors with keeping 
equivariance

<latexit sha1_base64="xhWmIeX/O90J+AEuSZINeXKTprY="></latexit>0

@
Gij,x

Gij,y

Gij,z

1

A = xj � xi

IsoAM : 
relative vertex positions



IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN

55

• 有限要素解析に適用するため 
IsoAM の具体例　　 を以下のように定義するD̃ijk

<latexit sha1_base64="nEBHeOx2M9ZBsOmAMa1bpmcvsfw="></latexit>

D̃ijk = Dijk � �ij
X

l

Dilk

<latexit sha1_base64="upiIJxtdiODc3ORh2sRBAFDB4xI="></latexit>

<latexit sha1_base64="oHb+BDeHNuzhTyK0+cEYBl1owNM="></latexit>

Dijk = M�1 xjk � xik

kxj � xik2
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij

<latexit sha1_base64="LCadK7MOVo7FT42+p01JucvDcXg="></latexit>

Mi =
X

l

xl � xi

kxl � xik
⌦ xl � xi

kxl � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Ail



IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN
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j

<latexit sha1_base64="ELYD+lkWWFhwPDqslEEXhKTabow="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="TrXQu1Efg1wvnfE1V3vAXldL3LU="></latexit>

D̃ij:

<latexit sha1_base64="c6fubDf9FVtYZfZbAMD30rF3O+c="></latexit>

<latexit sha1_base64="RbeWVNamq4lVmgipNykdZ5cK3D4="></latexit>

V e↵ective
i

A

<latexit sha1_base64="0BpoDzke+YDj81OAlOx3cbpuEQ8="></latexit>

：頂点 i の体積
：隣接行列

<latexit sha1_base64="RbeWVNamq4lVmgipNykdZ5cK3D4="></latexit>

V e↵ective
i

• 有限要素解析に適用するため 
IsoAM の具体例　　 を以下のように定義するD̃ijk

<latexit sha1_base64="nEBHeOx2M9ZBsOmAMa1bpmcvsfw="></latexit>

D̃ijk = Dijk � �ij
X

l

Dilk

<latexit sha1_base64="upiIJxtdiODc3ORh2sRBAFDB4xI="></latexit>

<latexit sha1_base64="oHb+BDeHNuzhTyK0+cEYBl1owNM="></latexit>

Dijk = M�1 xjk � xik

kxj � xik2
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij

<latexit sha1_base64="LCadK7MOVo7FT42+p01JucvDcXg="></latexit>

Mi =
X

l

xl � xi

kxl � xik
⌦ xl � xi

kxl � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Ail



IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN
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• 有限要素解析に適用するため 
IsoAM の具体例　　 を以下のように定義するD̃ijk

<latexit sha1_base64="nEBHeOx2M9ZBsOmAMa1bpmcvsfw="></latexit>

•     がナブラ演算子の離散化（Tamai+ 2014）に対応しているD̃

<latexit sha1_base64="TgTnmwvbzyU/wR8mIaI1GUXjTBI="></latexit>

D̃ijk = Dijk � �ij
X

l

Dilk

<latexit sha1_base64="upiIJxtdiODc3ORh2sRBAFDB4xI="></latexit>

<latexit sha1_base64="oHb+BDeHNuzhTyK0+cEYBl1owNM="></latexit>

Dijk = M�1 xjk � xik

kxj � xik2
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij

<latexit sha1_base64="LCadK7MOVo7FT42+p01JucvDcXg="></latexit>

Mi =
X

l

xl � xi

kxl � xik
⌦ xl � xi

kxl � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Ail

<latexit sha1_base64="rZ/c4d8vvqo9grUckjvlFDXj4sA="></latexit>⌧
@�

@xk

�

i

:=M�1
i

X

j

�j � �i

kxj � xik
xjk � xik

kxj � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij =
X

j

D̃ijk�j



<latexit sha1_base64="21E0gzd0oaJrMi/Ii3z0erjXIyM="></latexit>

�i

<latexit sha1_base64="jHwfC4mIiqVHWyP7zCUjiqI5X0k="></latexit>

�j

IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN
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• 有限要素解析に適用するため 
IsoAM の具体例　　 を以下のように定義するD̃ijk

<latexit sha1_base64="nEBHeOx2M9ZBsOmAMa1bpmcvsfw="></latexit>

•     がナブラ演算子の離散化（Tamai+ 2014）に対応しているD̃

<latexit sha1_base64="TgTnmwvbzyU/wR8mIaI1GUXjTBI="></latexit>

D̃ijk = Dijk � �ij
X

l

Dilk

<latexit sha1_base64="upiIJxtdiODc3ORh2sRBAFDB4xI="></latexit>

<latexit sha1_base64="oHb+BDeHNuzhTyK0+cEYBl1owNM="></latexit>

Dijk = M�1 xjk � xik

kxj � xik2
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij

<latexit sha1_base64="LCadK7MOVo7FT42+p01JucvDcXg="></latexit>

Mi =
X

l

xl � xi

kxl � xik
⌦ xl � xi

kxl � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Ail

<latexit sha1_base64="rZ/c4d8vvqo9grUckjvlFDXj4sA="></latexit>⌧
@�

@xk

�

i

:=M�1
i

X

j

�j � �i

kxj � xik
xjk � xik

kxj � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij =
X

j

D̃ijk�j

<latexit sha1_base64="VgOQNy1ID+dsfstGmRLg3Zn0lQM="></latexit>xi

<latexit sha1_base64="khC24SVbEL8e58ilDgQuReL+6Nc="></latexit>xj



<latexit sha1_base64="AR8oFND/74BTxD3YiE6SiYE1GSc="></latexit>

�j � �i

kxj � xik <latexit sha1_base64="1y8GUTV8vJsce1viNnVuheqPdQ8="></latexit> xj � xi

kxj � xik

IsoGCN：合同変換不変・同変な GCN
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• 有限要素解析に適用するため 
IsoAM の具体例　　 を以下のように定義するD̃ijk

<latexit sha1_base64="nEBHeOx2M9ZBsOmAMa1bpmcvsfw="></latexit>

•     がナブラ演算子の離散化（Tamai+ 2014）に対応しているD̃

<latexit sha1_base64="TgTnmwvbzyU/wR8mIaI1GUXjTBI="></latexit>

D̃ijk = Dijk � �ij
X

l

Dilk

<latexit sha1_base64="upiIJxtdiODc3ORh2sRBAFDB4xI="></latexit>

<latexit sha1_base64="oHb+BDeHNuzhTyK0+cEYBl1owNM="></latexit>

Dijk = M�1 xjk � xik

kxj � xik2
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij

<latexit sha1_base64="LCadK7MOVo7FT42+p01JucvDcXg="></latexit>

Mi =
X

l

xl � xi

kxl � xik
⌦ xl � xi

kxl � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Ail

<latexit sha1_base64="rZ/c4d8vvqo9grUckjvlFDXj4sA="></latexit>⌧
@�

@xk

�

i

:=M�1
i

X

j

�j � �i

kxj � xik
xjk � xik

kxj � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij =
X

j

D̃ijk�j

<latexit sha1_base64="21E0gzd0oaJrMi/Ii3z0erjXIyM="></latexit>

�i

<latexit sha1_base64="jHwfC4mIiqVHWyP7zCUjiqI5X0k="></latexit>

�j

<latexit sha1_base64="VgOQNy1ID+dsfstGmRLg3Zn0lQM="></latexit>xi

<latexit sha1_base64="khC24SVbEL8e58ilDgQuReL+6Nc="></latexit>xj
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• 有限要素解析に適用するため 
IsoAM の具体例　　 を以下のように定義するD̃ijk

<latexit sha1_base64="nEBHeOx2M9ZBsOmAMa1bpmcvsfw="></latexit>

•     がナブラ演算子の離散化（Tamai+ 2014）に対応しているD̃

<latexit sha1_base64="TgTnmwvbzyU/wR8mIaI1GUXjTBI="></latexit>

D̃ijk = Dijk � �ij
X

l

Dilk

<latexit sha1_base64="upiIJxtdiODc3ORh2sRBAFDB4xI="></latexit>

<latexit sha1_base64="oHb+BDeHNuzhTyK0+cEYBl1owNM="></latexit>

Dijk = M�1 xjk � xik

kxj � xik2
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij

<latexit sha1_base64="LCadK7MOVo7FT42+p01JucvDcXg="></latexit>

Mi =
X

l

xl � xi

kxl � xik
⌦ xl � xi

kxl � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Ail

<latexit sha1_base64="rZ/c4d8vvqo9grUckjvlFDXj4sA="></latexit>⌧
@�

@xk

�

i

:=M�1
i

X

j

�j � �i

kxj � xik
xjk � xik

kxj � xik
V e↵ective
j

V e↵ective
i

Aij =
X

j

D̃ijk�j



実験：微分演算子の学習
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• X、Y 方向に 10 ～ 100 要素ある 
グリッドメッシュをランダムに生成 
• ランダムなフーリエ級数で 
スカラー場を生成 
• 微分を解析的に計算 
• training、validation、test dataset 
はそれぞれ 100 サンプル

スカラー場 
（入力）

勾配場 
（正解）
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実験：微分演算子の学習

• 既存の GCN 系の手法では空間の情報を扱えないが IsoGCN では可能

スカラー場 
（入力）

勾配場 
（正解）

Cluster-GCN 
（推論）

IsoGCN 
（推論）

SE(3)-Trans. 
（推論）
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スカラー場 
（入力）

勾配場 
（正解）

Cluster-GCN 
（推論）

IsoGCN 
（推論）

SE(3)-Trans. 
（推論）

100 サンプルの推論時間： 4.0 s 0.4 s

実験：微分演算子の学習

• 既存の GCN 系の手法では空間の情報を扱えないが IsoGCN では可能
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スカラー 
↓ 
勾配

スカラー 
↓ 

ヘッシアン

勾配 
↓ 

ラプラシアン

勾配 
↓ 

ヘッシアン

実験：微分演算子の学習

• 既存の GCN 系の手法では空間の情報を扱えないが IsoGCN では可能



65

実験：微分演算子の学習

• IsoGCN は TFN、SE(3)-Transformer （TFN の改良）より高速

スカラー 
↓ 
勾配

スカラー 
↓ 

ヘッシアン
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初期条件

有限要素解析

<latexit sha1_base64="aLLppe7Zhm4FcT+IQrKbkdl4oLw="></latexit>

⌦ ⇢ R3,

@T (x, t)

@t
= r ·C(T (x, t))rT (x, t) in ⌦,

T (x, t = 0) = Tinit(x) in ⌦,

rT (x, t)|x=xb · n(xb) = 0 on @⌦

<latexit sha1_base64="aLLppe7Zhm4FcT+IQrKbkdl4oLw="></latexit>

⌦ ⇢ R3,

@T (x, t)

@t
= r ·C(T (x, t))rT (x, t) in ⌦,

T (x, t = 0) = Tinit(x) in ⌦,

rT (x, t)|x=xb · n(xb) = 0 on @⌦
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<latexit sha1_base64="aLLppe7Zhm4FcT+IQrKbkdl4oLw="></latexit>

⌦ ⇢ R3,

@T (x, t)

@t
= r ·C(T (x, t))rT (x, t) in ⌦,

T (x, t = 0) = Tinit(x) in ⌦,

rT (x, t)|x=xb · n(xb) = 0 on @⌦

<latexit sha1_base64="aLLppe7Zhm4FcT+IQrKbkdl4oLw="></latexit>

⌦ ⇢ R3,

@T (x, t)

@t
= r ·C(T (x, t))rT (x, t) in ⌦,

T (x, t = 0) = Tinit(x) in ⌦,

rT (x, t)|x=xb · n(xb) = 0 on @⌦

• ABC dataset (Koch+ 2018) から CAD データを抽出 
• CAD 形状ひとつにつきメッシュサイズ 3 通り 
初期条件 3 通りの最大 9 サンプルを生成 
- Training dataset: 50 形状、439 サンプル 
- Validation dataset: 16 形状、143 サンプル 
- Test dataset: 16 shapes、140 サンプル

初期条件

有限要素解析

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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<latexit sha1_base64="ox3HLZ4WEC8iSB26EmR4CZAaURY="></latexit>

Propagation 1
<latexit sha1_base64="y9gvzKc7Q7YPhtLpivAqpkHED1Q="></latexit>

Propagation 2
<latexit sha1_base64="I1dlB5T+8+M5MKhxFcoCRKdENTY="></latexit>

Encoder
<latexit sha1_base64="miXsY/pjlE/gW+s1wuAK0wD685g="></latexit>

Decoder

<latexit sha1_base64="dgbEZg45qYdKcsyyHObpIDGom9E="></latexit>

Linear

<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="ZItJP9Z1moc0or1lzRY9j8V06EM="></latexit>

[1, 512]

<latexit sha1_base64="h3S2Pl8cWfTrdptIA3FHqByE2Bs="></latexit>

[tanh, tanh, Identity]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP
<latexit sha1_base64="M7Yjrpho2EWY1LsuRDo8CD/HQTo="></latexit>

[512, 512, 128, 1]
<latexit sha1_base64="0gsloBDE5IYdEAYRX+YQSr4H/dc="></latexit>

[3, 128, 512]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP

<latexit sha1_base64="k4ayScColcKWd0qLTjjylhWGo50="></latexit>

[tanh, tanh]

<latexit sha1_base64="HNWwHlyiIMQXk14cvSEOYQhmdko="></latexit>

T0.6

<latexit sha1_base64="ZwngEJ9LIpEByZ7jArNV68wxlbQ="></latexit>

T0.2
<latexit sha1_base64="QEow2kZRLbPylmEJ0P0981BK2SA="></latexit>

T0.4

<latexit sha1_base64="zCkylwo71J/A197rmoHzLGFMXhA="></latexit>

T0.8
<latexit sha1_base64="RhMHR83jGfz3DKEqr7JcDY/ePk4="></latexit>

T1.0

<latexit sha1_base64="GLC9t89k50zEqnljeERAoHJqZp0="></latexit>

Ve↵ective
<latexit sha1_base64="FDMRWOAKSrwgCGBj9XEAmCp7dM8="></latexit>

Vmean

<latexit sha1_base64="EMkjz8XVcWnRL9H6eUEAbYop6f0="></latexit>

T0.0

<latexit sha1_base64="JP91uaS3HhOlA+uixnFp2eHQ/Cg="></latexit>

C

<latexit sha1_base64="xfHj9lf0ERQcuyBxA19qOC9NyeM="></latexit>

[tanh]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP
<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]

<latexit sha1_base64="EVlySPH6GiWU9yTqmuL8kch0AWw="></latexit> ⌦ <latexit sha1_base64="T+FUaxlINlDy2MCwB/UkNPjzr6c="></latexit> �

<latexit sha1_base64="AvAhqcmpIjdf3zaeMmxOiAaBJHo="></latexit> �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="+jXFrJumCnMhJJ8BVeTQnuXiqrU="></latexit>

D̃ ⇤ �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="8N5BuG/EI/bF2gWPAfWfHGuBQ9k="></latexit>

D̃��

<latexit sha1_base64="xfHj9lf0ERQcuyBxA19qOC9NyeM="></latexit>

[tanh]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP
<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]

<latexit sha1_base64="EVlySPH6GiWU9yTqmuL8kch0AWw="></latexit> ⌦ <latexit sha1_base64="T+FUaxlINlDy2MCwB/UkNPjzr6c="></latexit> �

<latexit sha1_base64="AvAhqcmpIjdf3zaeMmxOiAaBJHo="></latexit> �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="+jXFrJumCnMhJJ8BVeTQnuXiqrU="></latexit>

D̃ ⇤ �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="8N5BuG/EI/bF2gWPAfWfHGuBQ9k="></latexit>

D̃��

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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<latexit sha1_base64="ox3HLZ4WEC8iSB26EmR4CZAaURY="></latexit>

Propagation 1
<latexit sha1_base64="y9gvzKc7Q7YPhtLpivAqpkHED1Q="></latexit>

Propagation 2
<latexit sha1_base64="I1dlB5T+8+M5MKhxFcoCRKdENTY="></latexit>

Encoder
<latexit sha1_base64="miXsY/pjlE/gW+s1wuAK0wD685g="></latexit>

Decoder

<latexit sha1_base64="dgbEZg45qYdKcsyyHObpIDGom9E="></latexit>

Linear

<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="ZItJP9Z1moc0or1lzRY9j8V06EM="></latexit>

[1, 512]

<latexit sha1_base64="h3S2Pl8cWfTrdptIA3FHqByE2Bs="></latexit>

[tanh, tanh, Identity]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP
<latexit sha1_base64="M7Yjrpho2EWY1LsuRDo8CD/HQTo="></latexit>

[512, 512, 128, 1]
<latexit sha1_base64="0gsloBDE5IYdEAYRX+YQSr4H/dc="></latexit>

[3, 128, 512]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP

<latexit sha1_base64="k4ayScColcKWd0qLTjjylhWGo50="></latexit>

[tanh, tanh]

<latexit sha1_base64="HNWwHlyiIMQXk14cvSEOYQhmdko="></latexit>

T0.6

<latexit sha1_base64="ZwngEJ9LIpEByZ7jArNV68wxlbQ="></latexit>

T0.2
<latexit sha1_base64="QEow2kZRLbPylmEJ0P0981BK2SA="></latexit>

T0.4

<latexit sha1_base64="zCkylwo71J/A197rmoHzLGFMXhA="></latexit>

T0.8
<latexit sha1_base64="RhMHR83jGfz3DKEqr7JcDY/ePk4="></latexit>

T1.0

<latexit sha1_base64="GLC9t89k50zEqnljeERAoHJqZp0="></latexit>

Ve↵ective
<latexit sha1_base64="FDMRWOAKSrwgCGBj9XEAmCp7dM8="></latexit>

Vmean

<latexit sha1_base64="EMkjz8XVcWnRL9H6eUEAbYop6f0="></latexit>

T0.0

<latexit sha1_base64="JP91uaS3HhOlA+uixnFp2eHQ/Cg="></latexit>

C

<latexit sha1_base64="xfHj9lf0ERQcuyBxA19qOC9NyeM="></latexit>

[tanh]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP
<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]

<latexit sha1_base64="EVlySPH6GiWU9yTqmuL8kch0AWw="></latexit> ⌦ <latexit sha1_base64="T+FUaxlINlDy2MCwB/UkNPjzr6c="></latexit> �

<latexit sha1_base64="AvAhqcmpIjdf3zaeMmxOiAaBJHo="></latexit> �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="+jXFrJumCnMhJJ8BVeTQnuXiqrU="></latexit>

D̃ ⇤ �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="8N5BuG/EI/bF2gWPAfWfHGuBQ9k="></latexit>

D̃��

<latexit sha1_base64="xfHj9lf0ERQcuyBxA19qOC9NyeM="></latexit>

[tanh]

<latexit sha1_base64="NUFrh3hqzQtVdWvHtZoBXM+NYUs="></latexit>

MLP
<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]

<latexit sha1_base64="EVlySPH6GiWU9yTqmuL8kch0AWw="></latexit> ⌦ <latexit sha1_base64="T+FUaxlINlDy2MCwB/UkNPjzr6c="></latexit> �

<latexit sha1_base64="AvAhqcmpIjdf3zaeMmxOiAaBJHo="></latexit> �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="+jXFrJumCnMhJJ8BVeTQnuXiqrU="></latexit>

D̃ ⇤ �

<latexit sha1_base64="/+hiQtT4Sx4J6Cd2bXp3TywuH30="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="O07ncMzfV7U3zx/XjCkrSfYrijA="></latexit>

[512, 512]
<latexit sha1_base64="Fud6bpz0qkKJB05bRItPNqvlK98="></latexit>

[Identity]

<latexit sha1_base64="8N5BuG/EI/bF2gWPAfWfHGuBQ9k="></latexit>

D̃��

<latexit sha1_base64="Twg+XgXVZ1CAR0SxXAOAcRR5JFo="></latexit>

T (x, t+�t) ' T (x, t) +r ·C(T (x, t))rT (x, t)�t

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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<latexit sha1_base64="aLLppe7Zhm4FcT+IQrKbkdl4oLw="></latexit>

⌦ ⇢ R3,

@T (x, t)

@t
= r ·C(T (x, t))rT (x, t) in ⌦,

T (x, t = 0) = Tinit(x) in ⌦,

rT (x, t)|x=xb · n(xb) = 0 on @⌦

<latexit sha1_base64="aLLppe7Zhm4FcT+IQrKbkdl4oLw="></latexit>

⌦ ⇢ R3,

@T (x, t)

@t
= r ·C(T (x, t))rT (x, t) in ⌦,

T (x, t = 0) = Tinit(x) in ⌦,

rT (x, t)|x=xb · n(xb) = 0 on @⌦

• ABC dataset (Koch+ 2018) から CAD データを抽出 
• CAD 形状ひとつにつきメッシュサイズ 3 通り 
初期条件 3 通りの最大 9 サンプルを生成 
- Training dataset: 50 形状、439 サンプル 
- Validation dataset: 16 形状、143 サンプル 
- Test dataset: 16 shapes、140 サンプル

初期条件

有限要素解析

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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初期条件

有限要素解析 SGCN IsoGCNSE(3)-Trans.

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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初期条件

有限要素解析 SGCN IsoGCNSE(3)-Trans.

SGCN 
（誤差）

IsoGCN 
（誤差）

SE(3)-Trans. 
（誤差）

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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➡  IsoGCN は既存手法と比較して高精度 
➡  ただし、TFN と SE(3)-Transformer はメモリに 
 載せるためにパラメータ数を少なくしている

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
SGCN 

（誤差）
IsoGCN 
（誤差）

SE(3)-Trans. 
（誤差）
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➡  IsoGCN は同等の精度となるセッティングの FrontISTR と比較して高速 
➡  TFN・SE(3)-Transformer は大規模メッシュでは Out-of-Memory (500 GB)

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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• 学習データサンプルより大きなメッシュに対しても外挿可能

学習データ 
サンプル

有限要素解析

IsoGCN

実験：非定常・異方的・非線型熱拡散問題
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Graph Neural Network の適用

Umetani+ 2018 
• リアルタイムで 

車体の空力性能予測 
• メッシュ構造固定

Sanchez-Gonzalez+ 2020 
• 任意点群での学習 
• 高速化は未達成

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

Isometric transformation����������������!

<latexit sha1_base64="n19rpf3keI35Lc3nONgZE9ru2Hc="></latexit>

??y

<latexit sha1_base64="U/vGccNsuwsiFOkAeidtoraeyA8="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="Q/lQ8ZlH6tw8+rLPe1AuUzeteKI="></latexit>

??y

<latexit sha1_base64="U/vGccNsuwsiFOkAeidtoraeyA8="></latexit>

IsoGCN

<latexit sha1_base64="Q/lQ8ZlH6tw8+rLPe1AuUzeteKI="></latexit>

Horie+ 2020 
• 任意メッシュでの学習 
• 高速化を達成 
• 物理現象の対称性を考慮

<latexit sha1_base64="2kJMke9faGRQ78wZW0RD0+/K0VU="></latexit>

Training samples

<latexit sha1_base64="bH37X9Fas6DrPdDqILF2apU413I="></latexit>

Ground Truth (FEA)
<latexit sha1_base64="l6XGJOhRhTdDmxOWFiFNQU4nZA8="></latexit>

IsoGCN (Ours)

Chang+ 2020 
• 任意梁構造での学習 
• 梁部材選定の最適化

同変性の導入
関連研究：物理シミュレーションの機械学習



概要：対称性があり計算効率のよい GNN を開発
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• IsoGCN: 合同変換不変・同変で計算効率のよい GNN (Horie+ 2020) 
• IsoGCN は同等の精度の有限要素解析より高速 
• IsoGCN は微分演算子の近似とみなせる

スカラー場 
（入力）

勾配 
（正解）

勾配 
（推論）



概要：対称性があり計算効率のよい GNN を開発
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• IsoGCN: 合同変換不変・同変で計算効率のよい GNN (Horie+ 2020) 
• IsoGCN は同等の精度の有限要素解析より高速 
• IsoGCN は微分演算子の近似とみなせる

今後の展望： 
• IsoGCN の近似性能を評価 
• IsoGCN を多様な物理現象へ適用
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