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準古典遅延 Green関数を用いて状態密度 Ns(ε)を導出するとき、ε < 0の領域まで正しい表式を得るには温度
Green関数の解析接続を注意深く行わなければならない。ここでは、一様系における準古典 Green関数を用いて
状態密度が負にならないことを示す。

1 状態密度

1.1 一様系における準古典温度Green関数

状態密度 Ns(ε)は、
Ns(ε) = −〈Re gR〉 (1)

と書ける。ここで 〈· · · 〉はフェルミ面での平均と、空間平均を表す。一様系における準古典 Green関数は

g(p̂, iωn) = − ωn√
ω2

n + |∆|2 (2)

とである。ここで、ωn を複素数 zに拡張し、ある解析関数：

g(p̂, z) = − −iz√
−z2 + |∆|2 (3)

を用意すると、温度 Green関数はこの解析関数の虚軸の領域となり、遅延 Green関数は

gR = lim
δ→+0

g(p̂, z → ε + iδ) (4)

= − −iε√
−ε2 + |∆|2 (5)

となる（図.1）。さて、ここで解析関数の分母に着目する。

図 1: 複素平面における温度 Green関数 gと遅延 Green関数 gR との関係。
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z − |∆| = |z − |∆||eiθ1 (6)

z + |∆| = |z + |∆||eiθ2 (7)

と置いて分母を書き直すと

1√
−z2 + |∆|2 =

1√
(−z + |∆|)(z + |∆|) (8)

=
1√

(z − |∆|)e−iπ(z + |∆|) (9)

=
1

|z + |∆||1/2|z − |∆||1/2
e−i(θ1+θ2−π)/2 (10)

となる。ここで z = i∞のとき、この関数は温度 Green関数の分母と等しくなる。温度 Green関数の分母は正の
実数であるという条件は、θ1 = θ2 = π/2であれば満たすことができる。

図 2: 温度 Green関数を遅延 Green関数へと変換する際の複素平面上での経路。εの正負によって Re gR の偏角

が異なる。

次に、温度 Green関数（z = i∞）から遅延 Green関数（z = ε + iδ）への変換を行う。このとき、複素平面上

では図.2のような経路をとる。εの正負によって経路が異なることに注意しなければならない。

1.2 ε > 0のとき

右回りの経路では、θ1 = θ2 = 0であるので、

1√
−z2 + |∆|2 =

1
|z + |∆||1/2|z − |∆||1/2

e−i(θ1+θ2−π)/2 (11)

→ i

|ε + |∆||1/2|ε− |∆||1/2
(12)

となる。よって、遅延 Green関数は

gR =
−iε√

−ε2 + |∆|2 (13)

= − ε

|ε + |∆||1/2|ε− |∆||1/2
(14)

となる。
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1.3 ε < 0のとき

左回りの経路では、θ1 = θ2 = πであるので、

1√
−z2 + |∆|2 =

1
|z + |∆||1/2|z − |∆||1/2

e−i(θ1+θ2−π)/2 (15)

→ −i

|ε + |∆||1/2|ε− |∆||1/2
(16)

となる。よって、遅延 Green関数は

gR =
−iε√

−ε2 + |∆|2 (17)

= − −ε

|ε + |∆||1/2|ε− |∆||1/2
(18)

となる。

1.4 状態密度

以上から、εの正負によらず

gR =
−iε√

−ε2 + |∆|2 (19)

= − |ε|
|ε + |∆||1/2|ε− |∆||1/2

(20)

という表式を用いることができて、状態密度は

Ns(ε) = 〈 |ε|
|ε + |∆||1/2|ε− |∆||1/2

〉 (21)

と書くことができる。この表式はペアリングの対称性に依らず状態密度が εに関して偶関数であることを示して

いる。

このノートの結論は、Green関数を用いればホール的励起も含めて状態密度が自然な形で導出されるというこ
とである。温度 Green関数から遅延 Green関数に移るさいに、複素平面上の経路をきちんと考えなければ正しい
遅延 Green関数を得ることができないことに注意しなければならない。
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