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ファインマンダイヤグラムで得られた温度 Green関数や自己エネルギーを解析接続するためのノートである。
まず、松原振動数の和が複素積分で表すことができることを確認する。次に、レーマン表示を求める。最後に、例

として、自己エネルギーの二次のダイヤグラムを解析接続して実エネルギー表示を求める。

簡単のため０次元を考える1。また、扱うのはすべてフェルミオンである。

1 松原振動数の和

温度 Green関数 G(τ)は
G(τ) = −〈Tτa(τ)a†(0)〉 (1)

と書ける。ここで、演算子 a(τ)、a†(τ)は Heisenberg表示：

a(τ) = eτHae−τH (2)

a†(τ) = e−τHa†eτH (3)

H = H − µN (4)

であり、〈· · · 〉は

〈· · · 〉 = tr (· · · e−βH)/Ξ (5)

Ξ = tr (e−βH) (6)

である。

また、温度 Green関数のフーリエ変換は

G(τ) =
1
β

∑
l

G(iωl)e−iωlτ (7)

G(iωl) =
∫ β

0

dτG(τ)eiωlτ (8)

iωl = (2l + 1)iπ/β (9)

である。

次に、松原振動数の和で書けているG(τ)を複素積分で表すことを考える。ある点 z = kに極を持ちそれ以外で

正則な複素関数 f(z)の経路 C での複素積分は、留数定理より

1
2πi

∮
C

dzf(z) = Resz=kf(z) (10)

と書ける。極が複数あれば
1

2πi

∮
C

dzf(z) =
∑

i

Resz=kif(z) (11)

1Anderson 模型を念頭に置いている。
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である。G(iωl)は松原振動数を変数とする離散的な関数である。ここで、G(iωl) → G(z)として、その合成関数
g(z)が z = iωlに極を持つ関数であるとする。このとき、g(z)の留数がG(iωl)と見なせるような関数として g(z)
を定義できれば、松原振動数の和を複素関数に直すことができる。そこで、z = iωlに極を持つ複素関数を g(z)を

g(z) =
f(z)

eβz + 1
(12)

とする。図.1のような積分範囲をとると

1
2πi

∮
C

g(z)dz =
∑

l

Resz=iωl
g(z) (13)

=
∑

l

lim
z→iωl

(z − iωl)
f(z)

eβz + 1
(14)

=
∑

l

lim
z→iωl

(z − iωl)
f(z)

βeβiωl(z − iωl)
(15)

=
1
β

∑
l

f(iωl) (16)

となる。ここで、eβiωl = eiβ(2l+1)π/β = e2iπleiπ = −1と

eβz ∼ eβiωl + 1 + βeβiωl(z − iωl) = β(z − iωl) (17)

を用いた。よって、G(τ)は

G(τ) =
1

2πi

∮
C

dze−zτ G(z)
eβz + 1

(18)

と書ける。ここで、今後の計算の簡略化のため、eβiωl = e−βiωl = −1を用いて

G(τ) = − 1
2πi

∮
C

dze−z(τ−β) G(z)
eβz + 1

(19)

G(−τ) =
1

2πi

∮
C

dzez(τ+β)e−zβ G(z)
eβz + 1

=
1

2πi

∮
C

dzez(τ−β) G(z)
1 + e−βz

(20)

と変形しておく。もし、G(z)が実軸と虚軸以外で正則（極を持たない）のならば、積分路 Cを変形し実軸に沿っ
た経路にしてもよい。G(z)がどのような関数であるかについては、次の節でみていく。

図 1: 温度 Green関数の積分範囲
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2 レーマン表示

G(iωl)の変数を複素数 zとした関数G(z)ががどのような関数であるかを調べる。また、G(τ)と状態密度 ρ(ω)
を関係づける。この関係が得られると、最大エントロピー法等を用いてG(τ)から状態密度を求めることができる
ようになる。

2.1 G(z)と ρ(ω)の関係の導出

式 (8)は式 (1)を用いて

G(iωl) = −
∫ β

0

dτ〈Tτa(τ)a†(0)〉eiωlτ (21)

と書ける。この式を trを使って書き直せば

G(iωl) = −
∫ β

0

dτeiωlτ tr (e−βHeτHae−τHa†)/Ξ (22)

となる。

この trを計算するために、Hが対角的になっている表示を考え、Hの固有ベクトルを |α′〉、その固有値を E′：

H|α′〉 = E′|α′〉 (23)

とする。この表示を用いれば、trは対角成分の和であるから

G(iωl) = −
∫ β

0

dτeiωlτ
∑
α′

〈α′|e−βHeτHae−τHa†)|α′〉/Ξ (24)

= −
∫ β

0

dτeiωlτ
∑

α′,α′′

e−βE′
eτE′

〈α′|a|α′′〉〈α′′|e−τHa†|α′〉/Ξ (25)

= −
∫ β

0

dτeiωlτ
∑

α′,α′′

e−βE′
〈α′|a|α′′〉eτ(E′−E′′)〈α′′|a†|α′〉/Ξ (26)

となる2。この形に書くと τ に関する積分を実行することができる。したがって、

G(iωl) = − 1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
〈α′|a|α′′〉〈α′′|a†|α′〉

∫ β

0

dτe(iωl+E′−E′′)τ (27)

= − 1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
〈α′|a|α′′〉〈α′′|a†|α′〉e

(iωl+E′−E′′)β − 1
iωl + E′ − E′′

∫ β

0

dτe(iωl+E′−E′′)τ (28)

=
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
〈α′|a|α′′〉〈α′′|a†|α′〉 e(E′−E′′)β + 1

iωl + E′ − E′′ (29)

となる。ここで、′ と ′′ を付け替えて整理すると

G(iωl) =
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′′
〈α′′|a|α′〉〈α′|a†|α′′〉 e(E′′−E′)β + 1

iωl − (E′ − E′′)
(30)

=
1
Ξ

∑
α′,α′′

〈α′′|a|α′〉〈α′|a†|α′′〉e−βE′′ e(E′′−E′)β + e−βE′′

iωl − (E′ − E′′)
(31)

=
1
Ξ

∑
α′,α′′

|〈α′′|a|α′〉|2 e−βE′
+ e−βE′′)β

iωl − (E′ − E′′)
(32)

=
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
(

|〈α′′|a|α′〉|2

iωl − (E′ − E′′)
+

|〈α′′|a†|α′〉|2

iωl − (E′′ − E′)

)
(33)

2ここでは、完全形
P

α′′ |α′′〉〈α′′| = 1 を挟んで変形している。
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と書き直すことができる。この表式が得られたところで、変数 iωlは複素数 zに解析接続する。このとき、G(z)は

G(z) =
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
(

|〈α′′|a|α′〉|2

z − (E′ − E′′)
+

|〈α′′|a†|α′〉|2

z − (E′′ − E′)

)
(34)

となり、z = E′ − E′′ に極を持つ関数となっている。また、|α′′〉は |α′〉に粒子を一つ付け加えた状態であり、E

はH = H − µN の固有値であったことを思い出すと

z = K − µ (35)

と書ける。ここでK はH(α′′)−H(α′)に対応する固有値であり、粒子数が一つ増えた分−µが加わっている。こ

のK は準粒子のエネルギーと呼ばれる3。

得られた G(z)を z = ω + iδとすれば遅延 Green関数:

G(ω + iδ) =
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
(

|〈α′′|a|α′〉|2

ω − (E′ − E′′) + iδ
+

|〈α′′|a†|α′〉|2

ω − (E′′ − E′) + iδ

)
(36)

が得られる。ここで、
1

x ± i0
= P

1
x
∓ iπδ(x) (37)

という公式を用いれば

G(ω + iδ) =
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′
P

(
|〈α′′|a|α′〉|2

ω − (E′ − E′′)
+

|〈α′′|a†|α′〉|2

ω − (E′′ − E′)

)
− iπ

Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′ [
δ(ω − (E′ − E′′))|〈α′′|a|α′〉|2 + δ(ω − (E′′ − E′))|〈α′′|a†|α′〉|2

]
(38)

となり、実部と虚部を分けることができる。よって、

ρ(ω) ≡ − 1
π

Im G(ω + iδ) =
1
Ξ

∑
α′,α′′

e−βE′ [
δ(ω − (E′ − E′′))|〈α′′|a|α′〉|2 + δ(ω − (E′′ − E′))|〈α′′|a†|α′〉|2

]
(39)

を定義すれば、G(z)は

G(z) =
∫ ∞

−∞
dω

ρ(ω)
z − ω

(40)

と書ける。

2.2 G(τ)と ρ(ω)の関係の導出

ここまできて、やっと G(z)をすっきりとした形に書くことができた。この表式を式 (19)に代入すると、

G(τ) = − 1
2πi

∫ ∞

−∞
dω

∮
C

dze−z(τ−β) ρ(ω)
(eβz + 1)(z − ω)

(41)

(42)

となる。ここで、被積分関数は実軸上 z = ωと虚軸上 z = iωlに極をもつ関数であり（それ以外では正則）、z → ∞
でゼロになるので4、複素積分は積分路 Cを変形して実軸上の留数をとればよいことになる。以上から、

G(τ) = −
∫ ∞

−∞
dωe−ω(τ−β) ρ(ω)

eβω + 1
(43)

= −
∫ ∞

−∞
dωe−ω(τ−β)ρ(ω)f(ω) (44)

3詳しくは参考文献参照。
4分子と分母の指数関数に着目する。
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が得られる。ここで f(ω)はフェルミ分布関数である。また、G(τ)は他の表現もできるので、それらを書き下すと

G(τ) = −
∫ ∞

−∞
dωe−ωτρ(ω)f(ω) (45)

G(τ) = −
∫ ∞

−∞
dωe−ω(τ−β)ρ(ω)f(ω) (46)

G(−τ) =
∫ ∞

−∞
dωeω(τ−β)ρ(ω)f(−ω) (47)

となる。式 (39)はよくみると状態密度の表式そのものであるので、上の式は温度Green関数G(τ)が状態密度 ρ(ω)
で書けている、ということを意味している。この式の逆問題を解くことができれば、量子モンテカルロ法などで得

られた温度 Green関数 G(τ)を使って状態密度 ρ(ω) を計算することができる。逆問題を解く方法の一つとして、
最大エントロピー法がある。

3 自己エネルギー

G(τ)を ρ(ω)を使って書けたことの利点の一つは、温度 Green関数のダイヤグラム展開で得られた自己エネル
ギー等を虚時間を使わずに表すことができるということである。この節では例として、接触型相互作用Uδ(τ1− τ2)
のある場合の U の二次のファインマンダイヤグラムの自己エネルギーの表式を求める。

3.1 二次のファインマンダイヤグラム

考えるファインマンダイヤグラムは図.2としよう5。考えている系は 0次元なので、 虚時間 τ に関する積分を

行えばよい。また、外線に接続されている頂点 1と頂点 3は積分する必要はない。
よって、虚時間表示の自己エネルギーは

Σ(τ3 − τ1) = −
∫ ∫ β

0

dτ2dτ4U
2δ(τ2 − τ1)δ(τ3 − τ4)G(τ3 − τ1)G(τ4 − τ2)G(τ2 − τ4) (48)

= −U2G(τ3 − τ1)G(τ3 − τ1)G(τ1 − τ3) (49)

となる。τ = τ3 − τ1 として、上式をフーリエ変換すると

Σ(iωl) =
∫ β

0

dτeiωlτΣ(τ) (50)

= −U2

∫ β

0

dτeiωlτG(τ)G(τ)G(−τ) (51)

となる。この表式を整理して最後に iωl → ω + iδの置き換えをすれば、自己エネルギーを実エネルギーを変数と

して書いたことになり、虚時間から実時間への解析接続を行ったことになる。

1

2

3

4

図 2: 自己エネルギーの U の二次のダイヤグラム

5JaxoDraw で描いた。
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3.2 具体的な計算

式 (51)に G(τ)の具体的な表式 (46)(47)を代入して計算を行う。
式 (51)は

Σ(iωl) = −U2

∫ β

0

dτeiωlτ

∫ ∞

−∞
dω1e

−ω1(τ−β)ρ(ω1)f(ω1)
∫ ∞

−∞
dω2e

−ω2(τ−β)ρ(ω2)f(ω2)
∫ ∞

−∞
dω3e

ω3(τ−β)ρ(ω3)f(−ω3)

= −U2

∫ β

0

dτ

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3e

iωlτe(τ−β)(−ω1−ω2+ω3)ρ(ω1)f(ω1)ρ(ω2)f(ω2)ρ(ω3)f(−ω3) (52)

= −U2

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3

e−β(−ω1−ω2+ω3)(eβ(iωl−ω1−ω2+ω3) − 1)
iωl − ω1 − ω2 + ω3

ρ(ω1)f(ω1)ρ(ω2)f(ω2)ρ(ω3)f(−ω3) (53)

= U2

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3

e−β(−ω1−ω2+ω3)(eβ(−ω1−ω2+ω3) + 1)
iωl − ω1 − ω2 + ω3

ρ(ω1)f(ω1)ρ(ω2)f(ω2)ρ(ω3)f(−ω3) (54)

= U2

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3

(1 + e−β(−ω1−ω2+ω3))
iωl − ω1 − ω2 + ω3

ρ(ω1)f(ω1)ρ(ω2)f(ω2)ρ(ω3)f(−ω3) (55)

= U2

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3ρ(ω1)ρ(ω2)ρ(ω3)

(f(ω1)f(ω2)f(−ω3) + f(−ω1)f(−ω2)f(ω3))
iωl − ω1 − ω2 + ω3

(56)

と書くことができる。

以上から、iωl → ϵ + iδと置き換えれば

Σ(ϵ + iδ) = U2

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3ρ(ω1)ρ(ω2)ρ(ω3)

(f(ω1)f(ω2)f(−ω3) + f(−ω1)f(−ω2)f(ω3))
ϵ + iδ − ω1 − ω2 + ω3

(57)

となり、δ → 0として

Σ(ϵ) = U2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dω1dω2dω3ρ(ω1)ρ(ω2)ρ(ω3)

(f(ω1)f(ω2)f(−ω3) + f(−ω1)f(−ω2)f(ω3))
ϵ − ω1 − ω2 + ω3

(58)

が得られる。この結果は、虚時間表示を使わずに導出した二次摂動の結果と等しい。
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