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永井佑紀
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Gor’kov方程式を行列表示する。今後準古典近似に進む際のまとめになるようにしたい。

1 Gor’kov方程式

Green関数と異常 Green関数と、その複素共役に対応するものもすべて書き下すと

Gαβ(x, x′) ≡ −〈Tτψα(x)ψ†β(x′)〉 (1)

Ḡαβ(x, x′) ≡ 〈Tτψ†α(x)ψβ(x′)〉 (2)

Fαβ(x, x′) ≡ 〈Tτ [ψα(x)ψβ(x′)]〉 (3)

F †αβ(x, x′) ≡ 〈Tτ [ψ†α(x)ψ†β(x′)]〉 (4)

である。また、pair potentialを
∆αβ(x) ≡ |g|Fαβ(x, x) (5)

と定義する。このとき、BCS近似におけるこれらの運動方程式は
(
− ∂

∂τ
+
∇2

2m
+ µ

)
Gαβ(x, x′) + ∆αγ(x)F †γβ(x, x′) = δαβδ(4)(x− x′) (6)

(
∂

∂τ
+
∇2

2m
+ µ

)
Ḡαβ(x, x′) + ∆∗

αγ(x)Fγβ(x, x′) = δαβδ(4)(x− x′) (7)
(

∂

∂τ
+
∇2

2m
+ µ

)
F †αβ(x, x′)−∆∗

αγ(x)Gγβ(x, x′) = 0 (8)
(
− ∂

∂τ
+
∇2

2m
+ µ

)
Fαβ(x, x′)−∆αγ(x)Ḡγβ(x, x′) = 0 (9)

(10)

と書ける。

2 singlet-pairingの場合

singlet-pairingにおいては、pair potentialは spin添え字に対して反対称である。したがって、

∆αβ(x) = −∆βα(x) (11)

が成り立つ。ここで、Pauli行列

σy =

(
0 −i

i 0

)
(12)
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を導入する。Pauli行列の行列要素は σy
αβ = −i、σy

βα = iなので、spin添え字に対して反対称である条件を満た
すことができる。そのとき、

∆αβ(x) = iσy
αβ∆(x) (13)

∆†
αβ(x) = −iσy

αβ∆∗(x) (14)

を導入すれば、spin添え字を持たない量を定義できる。また、異常 Green関数は pair potentialと関連している
ので、同様な表現を用いることができて、

Fαβ(x, x′) = iσy
αβF (x, x′) (15)

F †αβ(x, x′) = −iσy
αβF †(x, x′) (16)

とすることができる。これらより、Gor’kov方程式の左辺第二項、右辺は spin添え字が同じときのみ値を持つこ
とになる。よって、左辺第一項の Green関数は

Gαβ(x, x′) = δαβG(x, x′) (17)

Ḡαβ(x, x′) = δαβḠ(x, x′) (18)

とならなければならない。

以上より、運動方程式は



(
− ∂

∂τ + ∇2

2m + µ
)

−∆(x)

∆∗(x)
(

∂
∂τ + ∇2

2m + µ
)




(
G(x, x′) F (x, x′)
−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)
= δ(x− x′)

(
1 0
0 1

)
(19)

と書くことができる。また、Green関数の行列表示として、

Ǧ−1(x) ≡



(
− ∂

∂τ + ∇2

2m + µ
)

−∆(x)

∆∗(x)
(

∂
∂τ + ∇2

2m + µ
)


 (20)

Ǧ(x, x′) ≡
(

G(x, x′) F (x, x′)
−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)
(21)

を定義すれば、Gor’kov方程式は
Ǧ−1(x)Ǧ(x, x′) = 1̌δ(x− x′) (22)

と書くことができる。

3 triplet-pairingの場合

triplet-pairingの場合は、spin添え字に対して pair potentialは対称なので、

∆αβ(x) = ∆βα(x) (23)

が成り立ち1、singletのときと同様に Pauli行列

σx =

(
0 1
1 0

)
(24)

を導入すれば、

∆αβ(x) = σx
αβ∆(x) (25)

∆†
αβ(x) = σx

αβ∆∗(x) (26)
1ここでの”triplet”はカイラル p 波を考えていることに注意。
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という spin添え字のない量を導入することができ、同様に異常 Green関数については

Fαβ(x, x′) = σx
αβF (x, x′) (27)

F †αβ(x, x′) = σx
αβF †(x, x′) (28)

を導入することができる。singletのときと同じ理由で Green関数については

Gαβ(x, x′) = δαβG(x, x′) (29)

Ḡαβ(x, x′) = δαβḠ(x, x′) (30)

を導入することができる。これらを用いると、Gor’kov方程式の行列表示は



(
− ∂

∂τ + ∇2

2m + µ
)

−∆(x)

∆∗(x)
(

∂
∂τ + ∇2

2m + µ
)




(
G(x, x′) F (x, x′)
−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)
= δ(x− x′)

(
1 0
0 1

)
(31)

となり、形式的に singlet-pairingと同じであることがわかる。したがって、Green関数の行列表示として、

Ǧ−1(x) ≡



(
− ∂

∂τ + ∇2

2m + µ
)

−∆(x)

∆∗(x)
(

∂
∂τ + ∇2

2m + µ
)


 (32)

Ǧ(x, x′) ≡
(

G(x, x′) F (x, x′)
−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)
(33)

を定義すれば、Gor’kov方程式は
Ǧ−1(x)Ǧ(x, x′) = 1̌δ(x− x′) (34)

と書くことができる。

4 x′に関するGor’kov方程式

x′ に関する Gor’kov方程式も導きたい。Heisenbergの運動方程式は

∂ψα(x)
∂τ

=
(∇2

2m
+ µ

)
ψα(x)− gψ†γ(x)ψγ(x)ψα(x) (35)

∂ψ†α(x)
∂τ

=
(∇2

2m
+ µ

)
ψ†α(x) + gψ†α(x)ψ†γ(x)ψγ(x) (36)

と書けるから、Green関数を τ ′ で微分すると

∂Gαβ(x, x′)
∂τ ′

=
∂

∂τ ′
(∆G)− 〈Tτψα(x)

∂ψ†β(x′)
∂τ ′

〉 (37)

となる。ここで、∆Gは x = x′ での Green関数の不連続性を起因とした項である。上式に Heisenbergの運動方
程式を代入して計算していく必要がある。しかし、計算の流れはほとんど τ での微分のときと同じであるために

省く。ここでは、結果のみを示す。Gor’kov方程式は
(

G(x, x′) F (x, x′)
−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)


(
∂

∂τ ′ + ∇′2
2m + µ

)
−∆(x′)

∆∗(x′)
(
− ∂

∂τ ′ + ∇′2
2m + µ

)

 = δ(x− x′)

(
1 0
0 1

)
(38)

という行列表示をすることができる。演算子が右側にあるが、これは τ のときと同様な行列表示を行おうとした

結果であるだけで、形式的な問題に過ぎない。ここで、

¯̌G−1(x′) ≡



(
∂

∂τ ′ + ∇′2
2m + µ

)
−∆(x′)

∆∗(x′)
(
− ∂

∂τ ′ + ∇′2
2m + µ

)

 (39)
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を定義すれば、Gor’kov方程式は
Ǧ(x, x′) ¯̌G−1(x′) = 1̌δ(x− x′) (40)

と書くことができる。

この結果は singlet-pairingも triplet-pairingでも変わらない。

5 Gor’kov方程式のFourier変換

5.1 周波数表示

微分方程式を解くさいには、求める関数を Fourier変換しておくと便利なことが多い。したがって、Green関数
を虚時間に対して Fourier変換を行う。
まず、以前のノートで述べたように、（温度）Green関数の間では、

Gαβ(r1, r2, τ < 0) = ∓Gαβ(r1, r2τ + β > 0) (41)

という関係がある。ここで、τ1−τ2 = τ とし、τ と同じ次元である βは 1/kBT である。したがって、（温度）Green
関数は β の周期を持つ。以上から、Green関数の Fourier変換は

Gαβ(τ) =
1
β

∑
n

e−iωnτGαβ(ωn) (42)

と書ける。したがって、

Ǧ(x, x′) =
1
β

∑
n

e−iωn(τ−τ ′)G(r, r′; iωn) (43)

G(r, r′; iωn) =
∫ β

0

eiωn(τ−τ ′)Ǧ(x, x′)dτ (44)

と書ける。ここで、

G(r, r′; iωn) ≡
(

G(r, r′; iωn) F (r, r′; iωn)
−F †(r, r′; iωn) barG(r, r′; iωn)

)
(45)

である。ここで、

Ǧ−1(r; iωn) ≡
(

iωn + ∇2

2m + µ −∆(r)
∆∗(r) −iωn + ∇2

2m + µ

)
(46)

を用いれば、Gor’kov方程式は
Ǧ−1(r, iωn)Ǧ(r, r′; iωn) = 1̌δ(r − r′) (47)

となる。

5.2 運動量表示

座標に関して Fourier変換を行うと、

Ǧ(r, r′; iωn) =
∫

dp

(2π)3
dp′

(2π)3
Ǧ(p, p′; iωn)ei(p·r−p′·r′) (48)

Ǧ(p,p′; iωn) =
∫

drdr′Ǧ(r, r′; iωn)ei(p·r−p′·r′) (49)

となる。
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6 空間的に一様で磁場のない singlet-pairingの超伝導体

系が空間的に一様であり、並進対称性を持ち、磁場のない場合、Gor’kov方程式は容易に解くことができる。周
波数表示 Gor’kov方程式 (47)をさらに座標に関して Fourier変換すると、Gと F † に関する方程式は

(
iωn − ξp

)
G(p; iωn) + ∆F †(p; iωn) = 1 (50)

(
iωn + ξp

)
F †(p; iωn) + ∆∗G(p; iωn) = 0 (51)

(52)

となる。ここで、ξp = p2

2m − µである。また、

G(p1,p2; iωn) =
∫ ∫

dr1

(2π)3
dr2

(2π)3
G(r1 − r2; iωn)ei(p1r1−p2r2) (53)

=
1

(2π)3
1

(2π)3

∫ ∫
d(r1 − r2)dr2G(r1 − r2; iωn)eip1(r1−r2)ei(p1−p2)r2 (54)

=
1

(2π)3
1

(2π)3

∫
d(r1 − r2)G(r1 − r2; iωn)eip1(r1−r2)

∫
dr2e

i(p1−p2)r2 (55)

=
1

(2π)3
1

(2π)3
G(p1; iωn)δ(p1 − p2)(2π)3 (56)

=
1

(2π)3
1

(2π)3
G(p; iωn)(2π)3δ(k) (57)

となることを用いた。ここで、並進対称性から、G(r1, r2) = G(r1 − r2)と置いている。このとき、上式は容易に
解けて、その結果は

G(p; iωn) = − iωn + ξp
ω2

n + ξ2
p + |∆|2 (58)

F †(p; iωn) =
∆∗

ω2
n + ξ2

p + |∆|2 (59)

となる。

この結果からわかることは、ξp空間において、G(ξp)は ξ−1
p 、F †(ξp)は ξ−2

p で減衰する関数であるということ

である。この結果を用いて、準古典近似を以後のノートで構成する。
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