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singlet-pairingの超伝導体において、2× 2の Eilenberger方程式は 2本の Scalar Riccati方程式に変形すること
ができた。triplet-pairingの超伝導体においては pair-potentialが 2× 2の spin-matrixを持ち、Eilenberger方程
式は 4× 4の方程式になる。このとき、Riccati方程式は 2× 2の方程式になる。このノートでは、Matrix Riccati
方程式を導出することを目的とする。

11月 28日追記：Green関数の符号を間違って定義していたため修正。

1 Eilenberger方程式

singlet-pairingの場合の Eilenberger方程式は

−ivF · ∇ǧ(p̂, r; iωn) =

[(
iωn + e

cvF ·A(r) −∆(p̂, r)
∆∗(p̂, r) −iωn − e

cvF ·A(r)

)
, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(1)

と書けた。triplet-pairingの場合も同様の議論で

−ivF · ∇ǧ(p̂, r; iωn) =

[( (
iωn + e

cvF ·A(r)
)
σ̂0 −∆̂(p̂, r)

∆̂†(p̂, r)
(−iωn − e

cvF ·A(r)
)
σ̂0

)
, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(2)

となる。ここで、

∆̂ = i(d · σ̂)σ̂y (3)

=

(
−dx + idy dz

dz dx + idy

)
(4)

であり、σ̂はPauli行列を成分としたベクトルである。triplet-pairingのGor’kov方程式が形式的に singlet-pairing
の場合と変わらないため、Eilenberger方程式の導出を同様の議論でできるのである。
以下の議論では、座標系を

vF = vF (cos θâ + sin θb̂) (5)

r(x) = raâ + rbb̂ (6)

= xv̂ + yû (7)(
v̂

û

)
≡

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
â

b̂

)
(8)

ととる。ここで xおよび yが以下の θに依存している。
(

x

y

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
ra

rb

)
(9)
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図 1: 座標の定義

このとき、v方向の Eilenberger方程式は

ivF · ∇ǧ(θ, r; iωn) +

[(
iω̄nσ̂0 −∆̂(θ, r)

− ¯̂∆(θ, r) −iω̄nσ̂0

)
, ǧ(θ, r; iωn)

]
= 0 (10)

と書くことができ、規格化条件は

ǧǧ = 1̌ (11)

である。ここで簡単のため

iω̄n ≡ iωn +
e

c
vF ·A (12)

¯̂∆ = −∆̂† (13)

とした。

また、singlet-pairingの場合の Riccati方程式 [3]は

vF
∂

∂x
a+(θ, x, y; iωn) + [2ω̄n + ∆∗a+] a+ −∆ = 0 (14)

vF
∂

∂x
b−(θ, x, y; iωn)− [2ω̄n + ∆b−] b− + ∆∗ = 0 (15)

である。

2 Projectors

Eilenberger方程式から Riccati方程式を導出するために、Eschrig[7]の方法を用いることにする。

2.1 Projectorsの定義

まず、4× 4の行列で表現される1以下の projectorを導入する：

P̌± =
1
2

(
1̌∓ ǧ

)
(16)

1Ǎ のように check がついているものは 4× 4 の行列であるとする。
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この行列が

P̌± · P̌± = P̌± (17)

P̌+ · P̌− = P̌− · P̌+ = 0̌ (18)

P̌+ + P̌− = 1̌ (19)

ǧ = P̌− − P̌+ (20)

= −(2P̌+ − 1̌) = −(1̌− 2P̌−) (21)

を満たすことは容易に確かめられる2。この projectorを Eilenberger方程式に代入すると、

ivF · ∇P̌± +

[(
iω̄nσ̂0 −∆̂(θ, r)

− ¯̂∆(θ, r) −iω̄nσ̂0

)
, P̌±

]
= 0 (22)

となる。

2.2 â+及び b̂−の導入

次に、spin matrixを持つ 2× 2の行列 â+、b̂− を導入する3。P̌± を

P̌+ =

(
1̂
−b̂−

)
(1̂− â+b̂−)−1(1̂, â+) (23)

P̌− =

(
−â+

1̂

)
(1̂− b̂−â+)−1(b̂−, 1̂) (24)

と置けば、最初に定義した P̌± の性質のうち P̌± · P̌± = P̌±、P̌+ · P̌− = P̌− · P̌+ = 0̌を満たしている。ここで

P̌+ + P̌− =

(
−â+(1̂− b̂−â+)−1b̂− + (1̂− â+b̂−)−1 −â+(1̂− b̂−â+)−1 + (1̂− â+b̂−)−1â+

(1̂− b̂−â+)−1b̂− − b̂−(1̂− â+b̂−)−1 (1̂− b̂−â+)−1 − b̂−(1̂− â+b̂−)−1â+

)
(25)

であるから、P̌+ + P̌− = 1̌を満たすためには

(1̂− â+b̂−)−1â+ = â+(1̂− b̂−â+)−1 (26)

という関係があればよい。

2.3 Matrix Riccati方程式

式 (22)に式 (23)を代入して計算すると、â+ と b̂− に関する方程式を得ることができる。

逆行列の微分が
d

dx
Â−1(x) = −Â−1(x)

d

dx
Â(x)Â−1(x) (27)

となることに注意して、式を計算して整理すると

ivF

(
−(1− â+b̂−)−1(−∇(â+b̂−))(1− â+b̂−)−1 −(1− â+b̂−)−1(−∇(â+b̂−))(1− â+b̂−)−1â+

b̂−(1− â+b̂−)−1(−∇(â+b̂−))(1− â+b̂−)−1 (1− b̂−â+)−1(−∇(b̂−â+))(1− b̂−â+)−1b̂−â+

)

+ivF

(
0 (1− â+b̂−)−1∇â+

−∇b̂−(1− â+b̂−)−1 −(1− b̂−â+)−1∇(b̂−â+)

)

+

(
∆̂b̂−(1− â+b̂−)−1 2iω̄n(1− â+b̂−)−1â+

− ¯̂∆(1− â+b̂−)−1 − b̂−(1− â+b̂−)−1â+
¯̂∆ − ¯̂∆(1− â+b̂−)−1â+

)

+

(
(1− â+b̂−)−1â+

¯̂∆ ∆̂b̂−(1− â+b̂−)−1â+ + (1− â+b̂−)−1∆̂
2iω̄nb̂−(1− â+b̂−)−1 −b̂−(1− â+b̂−)−1∆̂

)
= 0̌ (28)

2規格化条件 ǧǧ = 1̌ を用いる。
3Â のように hat がついているものは 2× 2 の spin matrix を持つ行列だとする。
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となる。右上の行列要素に着目して、左上の行列要素の関係式を代入して整理すると、

ivF∇â+ + 2iω̄nâ+ − â+
¯̂∆â+ + ∆̂ = 0 (29)

となり、左下の行列要素に着目して、左上の行列要素の関係式を代入して整理すると

ivF∇b̂− − 2iω̄nb̂− − b̂−∆̂b̂− + ¯̂∆ = 0 (30)

となる。これらがMatrix Riccati方程式である [6, 7]。
また、ǧ = P̌− − P̌+ であるから、

ǧ = −
(

â+(1̂− b̂−â+)−1b̂− + (1̂− â+b̂−)−1 â+(1̂− b̂−â+)−1 + (1̂− â+b̂−)−1â+

−(1̂− b̂−â+)−1b̂− − b̂−(1̂− â+b̂−)−1 −(1̂− b̂−â+)−1 − b̂−(1̂− â+b̂−)−1â+

)
(31)

= −
(

(1− â+b̂−)−1(1̂ + â+b̂−) 2(1− â+b̂−)−1â+

−2(1− b̂−â+)−1b̂− −(1− b̂−â+)−1(1̂ + b̂−â+)

)
(32)

= −
(

(1− â+b̂−)−1 0
0 (1− b̂−â+)−1

) (
(1̂ + â+b̂−) 2â+

−2b̂− −(1̂ + b̂−â+)

)
(33)

となる。ここで、式 (26)を用いた。

3 Scalar Riccati方程式とMatrix Riccati方程式の比較

Scalar Riccati方程式は

vF
∂

∂x
a+(θ, x, y; iωn) + [2ω̄n + ∆∗a+] a+ −∆ = 0 (34)

vF
∂

∂x
b−(θ, x, y; iωn)− [2ω̄n + ∆b−] b− + ∆∗ = 0 (35)

であり、Matrix Riccati方程式は

ivF∇â+ + 2iω̄nâ+ − â+
¯̂∆â+ + ∆̂ = 0 (36)

ivF∇b̂− − 2iω̄nb̂− − b̂−∆̂b̂− + ¯̂∆ = 0 (37)

である。Matrix Riccati方程式において、â+ → iâ+、b̂− → ib̂− と置きなおし、
¯̂∆ = −∆† であることに注意す

れば、

vF∇â+ + 2ω̄nâ+ + â+∆̂†â+ − ∆̂ = 0 (38)

vF∇b̂− − 2ω̄nb̂− − b̂−∆̂b̂− + ∆̂† = 0 (39)

となり、Scalar Riccati方程式の変数を行列に変更したのと形式的に同じになる。このように書くことによって、
Scalar Riccati方程式を解くときと同様な手法を用いることが可能になる。
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