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London方程式で表される系に加えて、渦糸位置に δ 関数的な磁場が存在する、という渦糸の簡単なモデルを

使って、渦糸同士の相互作用の表式を導く。その結果から、渦糸系では近似的に KTB転移が生じることがわか
る。その転移温度を求める。また、この近似がどのような場合に破綻するかを述べる。

Gauss単位系を用いる。

London方程式

λ À ξのとき、渦糸中心から ξ以上離れた場所では |ψ(r)| = |ψ∞|となる。秩序パラメータが空間によらず一様
なとき、London方程式が成り立つ。渦糸中心から半径 ξまでを渦糸のコアと呼ぶことにすると、London方程式
はコアの外で成り立ち、

4πλ2

c
rotJ s + h = 0 (1)

となる。ここで、近似として、ξ → 0とする。つまり、原点以外において London方程式が成り立つとする。その
とき、原点に磁束 Φ0 が存在することを考慮すると、

4πλ2

c
rotJ s + h = ẑΦ0δ2(r) (2)

となる。このとき ẑは渦糸に沿った方向の単位ベクトルであり、δ2(r)は二次元 δ関数である。上式とMaxwell方
程式：

roth =
4π

c
j (3)

を用いて変形すると

∇2h− h

λ2
= −Φ0

λ2
ẑδ2(r) (4)

という微分方程式を得る。このような微分方程式の解は、ゼロ次の変形 Bessel関数K0(r)を用いて

h(r) =
Φ0

2πλ2
K0

( r

λ

)
(5)

と書けることがわかっている。また、この関数は r → 0において log発散するが、London方程式が適用できるの
は r > ξなので、r ∼ ξでカットオフすることができる。これを踏まえて、極限における磁場の振る舞いを初等関

数で表すと

h(r) → Φ0

2πλ2

(
πλ

2r

)
e−r/λ r →∞ (6)

h(r) ≈ Φ0

2πλ2

[
ln

λ

r
+ 0.12

]
ξ ¿ r ¿ λ (7)

となる。

∗このノートは勝本先生の出されたレポート課題の解答をまとめなおしたものである
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渦糸のエネルギー

一個の渦糸を生成するために必要な単位長さあたりのエネルギーを εとする。渦糸の周りには遮蔽電流が流れ

ていることに注意すると、

ε =
∫

dr

(
1
2
nsmv2

s +
1
8π

h2

)
(8)

となる。ここで ns は遮蔽電流に寄与している電子密度、mは電子の質量、vs は遮蔽電流に寄与している電子の

速度である。また、j = evsns = (c/4π)rothであり、λ2 = mc2/4πnse
2 であることを用いると

ε =
1
8π

∫
dr

(
λ2(roth)2 + h2

)

=
λ2

8π

∮

|r|=ξ

dsh× roth (9)

となる。ここで、部分積分と London方程式∇2h = (1/λ2)hを用いた。上式は半径 ξの円筒形表面が積分範囲で

ある。円筒形表面上において、ξ ¿ λ、式 (7)を用いると

h ≈ Φ0

2πλ2
ln

λ

ξ
(10)

|roth| =
Φ0

2πλ2ξ
(11)

となるので、結局、

ε = 2πξ
λ2

8π

Φ0

2πλ2

Φ0

2πλ2ξ
ln

λ

ξ
=

(
Φ0

4πλ

)2

ln
λ

ξ
(12)

となる。

渦糸の相互作用

外場第二臨界磁場に近くない限り、渦糸同士の間隔は ξより大きい。したがって、磁場は、各渦糸が単独に存在

するときの磁場を単に重ね合わせたもの：

hz(r) =
∑

n

hn(r) (13)

hn(r) =
Φ0

2πλ2
K0

( |r − rn|
λ

)
(14)

である。hzはたとえば z = 0の平面上での磁場である。複数の渦糸の存在による単位長さあたりの自由エネルギー
について、やはり式 (9)が成り立つ。まず、渦糸の存在によるエネルギー上昇∆εは

∆ε =
λ2

8π

∑∑
p,q

∮

|rn|=ξn

dsnhp × rothq (15)

と書ける。p = n、q = nの項からの寄与はもちろん式（12)を与える。ここで h(r) ∝ ln(λ/r)、|roth(r)| ∝ 1/r
であるから、周回積分後は 2πrh(r) ∝ r ln(λ/r)、2πr|roth(r)| = const.となる。つまり、ξ → 0の極限をとった
とき、p 6= n、q = nの項は

lim
ξ→0

λ2

8π

∮

|rn|=ξn

dsnhp × rothq = lim
ξ→0

λ2

8π
hp(|rq − ξ|)2π

Φ0

λ2

= lim
ξ→0

Φ0

8π
hp(|rq − ξ|)2π =

Φ2
0

16π2λ2
K0

( |rq − rn|
λ

)
(16)

となる。また、p = n、q 6= nの項や、pも qも nでない項は ξ → 0の極限をとったときには無視することができ
る。よって、自由エネルギーのうち、渦糸の相対位置に関係する部分は、z軸方向の単位長さあたり

εint =
1
2

∑∑
n 6=p

Φ2
0

8π2λ2
K0

( |rq − rn|
λ

)
(17)

となる。これが渦糸の間の相互作用エネルギーである。K0 > 0より渦糸間に反発力が生じる。
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KTB転移

KTB転移は、ln rに比例する相互作用があるときに生じることがわかっている。そのことから、式 (7)より、渦
糸間の距離が λより小さいときのみKTB転移が生じることがわかり、そのときのみ現実の系において KTB転移
の議論を適用して差し支えないということがわかる。十分薄い超伝導体薄膜においてはこの条件が満たされ、KTB
転移の観測が可能になる。

転移温度を求める。ψ = |ψ|eiϕ と書く。空間変化が存在しないとすると、|ψ|2 ≡ |ψ∞|2 であるとする。ψのゆ

らぎには、振幅 |ψ|が変化するモードと、位相 ϕが変化するモードがある。前者のもつエネルギーは後者のそれ

に比べて高いので無視すると、結局

U =
∫

dr
h̄2

4m
|ψ∞|2(∇ϕ)2 ≡ K

2

∫
dr(∇ϕ)2 =

ρs

2

∫
drv2

s (18)

となる。ここで、

K =
h̄2|ψ∞|2

2m
=

(
h̄

2m

)2

ρs (19)

であり、ρs = 2m|ψ∞|2 である。これより、渦度 1の自由な渦糸のエネルギーは系の大きさを Rとして

U1 = πK ln
R

ξ
(20)

となる。ここではコアのエネルギーは無視した。また、エントロピーは、自由渦の取りうる位置の場合の数が (R/ξ)2

であることから求められ、結局自由エネルギーは

F = U1 − TS = πK ln
R

ξ
− 2kBT ln

R

ξ
= (πK − 2kBT ) ln

R

ξ
(21)

となる。T = πK/2kB ≡ TKTBを境に、R →∞で F → ±∞となる。これは、T > TKTBでは孤立した渦が安定

であるが、T < TKTB ではそれが不安定となることを意味する。つまり、TKTB は転移点である。
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