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Abstract
日本語

2008年 2月に東工大細野グループによって報告された鉄系超伝導体は、その超伝導転移温度 Tc

の高さと組成の組み合わせの豊富さから現在世界中で非常に精力的に研究されている。鉄系超伝導
体は鉄を含む二次元的な伝導層を持ち、ドープを行うことで超伝導相が生じる。また、何もドープ
をしない場合には磁性相を持つ。これらの性質は、二次元的な伝導層を持ち母物質が絶縁体である
銅酸化物超伝導体によく似ている。鉄系超伝導体がなぜ Tcが高いのか、どのような超伝導発現機
構を持つのか、を調べることは、鉄系超伝導体に限らず高温の超伝導体を探索する上で重要であ
る。また、鉄系超伝導体は鉄の複数の 3d軌道がフェルミ面を構成しておりマルチバンド的な系と
なっている。鉄系超伝導体の研究を通じて、より普遍的な、系のマルチバンド性が様々な物理量に
与える影響を研究することも大きな目的の一つである。
鉄系超伝導体で実現している超伝導の候補の一つに、±s波超伝導がある。±s波超伝導とは、超

伝導ギャップはフェルミ面上のすべての領域で開いているという意味で s波超伝導的であり、複数
のフェルミ面間で超伝導秩序変数の符号が異なる超伝導である。しかしながら、異なるフェルミ面
上で超伝導秩序変数の符号が異なるという性質を実験的に確認することは難しい。なぜなら、バル
クの系では、超伝導秩序変数の情報は多くの場合絶対値として現れ、符号の変化という超伝導秩序
変数の位相は検出することが難しいからである。
本論文では、鉄系超伝導体の超伝導秩序変数の対称性の同定の為の実験を提案するため、現象論

的理論手法を用いる。特に、超伝導秩序変数の符号が各フェルミ面上で異なるという情報を、どの
ような実験手法で取り出すことができるかについて考察する。ここで言う現象論的理論手法という
のは、超伝導秩序変数をある形に仮定するという意味である。
本論文では、鉄系超伝導体の超伝導状態の性質に関する現状についてまとめ、その超伝導対称性

の実験的同定を行うための方法を理論的に研究した。具体的には、

• 核磁気緩和率及び超流動密度の温度依存性の測定：バルク系での物理量

• ポイントコンタクトスペクトロスコピー等界面に敏感な実験：界面での準粒子の散乱に起因
する束縛状態

• STM/STSによる準粒子干渉効果測定実験：渦糸コア中の準粒子の不純物散乱

• 磁場回転比熱・熱伝導率実験による超伝導ギャップ異方性の測定：状態密度の磁場回転依存性

等の実験を解析および予言する。その際、鉄系超伝導体に特徴的なマルチバンド性と、±s波とい
う新奇な超伝導秩序変数がこれらの実験結果にどのような影響を及ぼすかを調べる。以下に各章で
行った研究について述べる。
第２章では、有効二次元 5バンドモデルを用いて、核磁気緩和率 1/T1 と超流動密度の温度依

存性を計算した。そして、核磁気緩和率 1/T1 が Tc 直下でコヒーレンスピークを持たず、低温で
1/T1 ∝ T 3 となることと、超流動密度が低温でフラットになることは、異方的±s波超伝導シナリ
オによって説明できることを示した。このときの異方性の強さは、超伝導ギャップの最大値が最小
値の四倍程度である。また、この章のもととなった論文が出版されたあとの研究の進展として、第
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一原理計算結果による複数のバンドからなる三次元的フェルミ面と等方的±s波超伝導を用いての
実験の説明についても述べた。このとき、BaFe2As2（122系と呼ぶ）に関しては、角度分解光電
子分光で得られた超伝導ギャップを使うことで、核磁気緩和率の 1/T1 の振る舞いを説明すること
に成功した。LaOFeAs(1111系と呼ぶ)に関しては、各バンドごとに異なる大きさの超伝導ギャッ
プを用意し、あるバンドのフェルミ面上の超伝導ギャップが他のバンドの超伝導ギャップよりもか
なり小さいと仮定することで、核磁気緩和率の 1/T1の振る舞いを説明することができた。有効二
次元 5バンドモデルの結果も、第一原理計算結果による三次元的フェルミ面を用いた結果も、フェ
ルミ面上のある場所での超伝導ギャップが他の場所よりも小さくなっていなければ、核磁気緩和率
1/T1 の低温での振る舞いを説明できないという意味では同じ結論となっている。
第３章では、±s波超伝導を検出するための方法として界面にできるAndreev束縛状態に着目し

た。界面にできる Andreev束縛状態はポイントコンタクトスペクトロスコピーによって検出可能
である。我々は、マルチバンド系の界面束縛状態を調べるために、松本と斯波によるシングルバン
ド系の界面束縛状態の理論を nバンド系へと拡張した。我々は、準古典近似を用いることによっ
て、マルチバンド系の無摂動Green関数を界面に垂直な運動量 kxで積分する方法を開発した。そ
して、準古典条件∆/Ef � 1が成り立つマルチバンド系における界面にゼロバイアスコンダクタ
ンスピーク (ZBCP)が出現する条件を導出し、その条件式は超伝導秩序変数の大きさに依存せず
相対的な位相差に依存することを見いだした。鉄系超伝導体もフェルミエネルギー EF が超伝導
ギャップ∆よりはるかに大きいため、準古典条件は適用可能であるはずである。我々は、今回開発
した手法を用いて、2バンドモデルと 5バンドモデルの両方の場合の、±s波超伝導を仮定した時
の界面での状態密度のエネルギー依存性を計算した。その結果、どのエネルギーで状態密度のピー
クが出るか（Andreev束縛状態がどのエネルギーに出現するか）は、超伝導ギャップの大きさの異
方性にほとんど依らず、界面の角度と常伝導状態の性質に依っていることがわかった。我々のこの
結論は、±s波超伝導体でのポイントコンタクトスペクトロスコピーの結果が、物質の組成やドー
プ量という常伝導状態の性質に依存して非常に複雑になるであろうことを示唆している。
第４章では、様々な超伝導対称性における渦糸コアでの不純物効果を調べた。STM/STSを用い

た準粒子干渉効果の測定を用いると、超伝導状態の不純物散乱のコヒーレンス因子を調べること
ができる。我々は、渦糸まわりにできる低エネルギー Andreev束縛状態が非磁性不純物によって
どのように散乱するかを、渦糸近傍低エネルギー領域で有効な解析的理論であるKramer-Pesch近
似 (KPA)を用いて、不純物自己エネルギーの虚部をとって不純物散乱率を計算することで調べた。
マルチバンド系の渦糸コア中では、シングルバンド系には存在しない符号反転前方散乱が生じう
る。ここで、符号反転前方散乱とは、超伝導秩序変数が散乱の前後で符号が変化し、散乱前後の準
粒子のフェルミ速度がほとんど変わらない散乱である。この散乱の不純物散乱強度は非常に強い。
電子的フェルミ面とホール的フェルミ面の複数のフェルミ面を持つ鉄系超伝導体の場合、±s波超
伝導を仮定すると、q空間中の広い領域にわたって強いアーク状ピークが現れる。したがって、ク
リーンな ±s波超伝導体は、STM/STS測定による dI/dV の q依存性を調べることで特定できる
はずである。
第５章では、超伝導ギャップノードの運動量空間中の位置を実験的に検出できる方法のひとつで

ある磁場回転比熱・熱伝導率測定の低磁場領域での新しい理論解析手法として、Kramer-Pesch近
似を導入した。我々はKPAを用いて典型的なフェルミ面を持つ系をいくつか仮定し、面内で磁場
を回転した場合のゼロエネルギー状態密度 (ZEDOS)を計算した。この結果は、実験結果を解析す
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る際に現実的なフェルミ面をきちんと考慮しなければ、誤った結論を出してしまう可能性がある
ことを示唆している。複雑なフェルミ面を持つ系へのKPAの適用例として、YNi2B2Cを考えた。
第一原理計算によって得られたフェルミ面と STM/STS実験の結果を再現する超伝導ギャップ構造
を用いれば、Izawaらや Parkらの磁場回転比熱・熱伝導率実験の結果を再現できることを見いだ
した。最後に、もう一つのKPAとして、Mel’nikovらが用いていたKPAを Riccati方程式から導
出し、その精度がいままで使っていた KPAよりもよいことを確かめた。
本論文においては、鉄系超伝導体の超伝導対称性が±s波超伝導であるかどうかを実験的に調べ

る手段について理論的に研究した。その結果、第３章で研究した界面束縛状態の観測では ±s波
超伝導に関する確定的な情報を得ることができず、、第４章で研究したクリーンな系での STMの
QPIパターンの解析であれば、±s波超伝導と他の超伝導を十分に区別できることがわかった。ま
た、それらの研究を通じて、鉄系超伝導体に限らない一般的なマルチバンド超伝導体の物性に関
する研究を行った。その結果、準古典近似においても「非連結なフェルミ面を持つシングルバンド
系」と「マルチバンド系」に違いが現れる場合（第３章）と現れない場合（第４章）があることが
わかった。
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Abstract

Much attention has been focused on novel Fe-based superconductors since the recent discovery
of superconductivity at the high temperature 26K in LaFeAsO1−xFx. It is important to identify
the superconducting order parameter to elucidate the mechanism of superconductivity in those
high-Tc materials. A ±s-wave pairing symmetry has been theoretically proposed as one of the
candidates for the pairing symmetry in Fe-pnictide superconductors. The ±s-wave symmetry
means that the symmetry of pair potentials on each Fermi surface is s-wave and the relative
phase between them is π. A key point to identify the ±s-wave symmetry is a detection of the
sign change in the order parameters between Fermi surfaces. It is difficult to detect the relative
phase of the order parameters in a bulk material.

In this thesis, we investigate the nuclear spin-lattice relaxation rate and the superfluid density
(Chapter 2), the tunneling spectroscopy at a surface (Chapter 3), the impurity scattering rate
in vortex core (Chapter 4), and the field-angle dependence of the zero-energy density of states
(Chapter 5). We also investigate the differences between multi-band systems and single-band
systems through the studies about Fe-based superconductors.

In Chapter 2, we discuss the nuclear magnetic relaxation rate and the superfluid density with
the use of the effective five-band model proposed by Kuroki et al.. We show that a fully-gapped
anisotropic ±s-wave superconductivity consistently explains experimental observations. In our
phenomenological model, the gaps are assumed to be anisotropic on the electron-like Fermi
surface around the M point, where the maximum of the anisotropic gap is about four times
larger than the minimum.

In Chapter 3, we discuss the tunneling spectroscopy at a surface in multi-band systems with the
use of the quasiclassical approach. We extend the single-band method by Matsumoto and Shiba
into n-band systems. We show that the appearance condition of the zero-bias conductance peak
does not depend on details of the pair-potential anisotropy, but it depends on details of the normal
state properties. The surface density of states in the two-band and five-band superconductors
are presented.

In Chapter 4, we investigate the impurity scattering rates for quasi-particles in vortex cores
of sign-reversing s-wave superconductors. With the use of the Born and Kramer-Pesch approxi-
mation (KPA) for Andreev bound states, we show that the sign-reversed forward scattering are
dominant in vortex cores. Owing to the coherence factor in vortex cores of ±s-wave superconduc-
tors, the impurity scattering rate of the Andreev bound states has a characteristic distribution
at the Fermi surfaces. The impurity scattering rate can be observed through the quasiparticle
interference effect by the STM/STS experiments.

In Chapter 5, we introduce the Kramer-Pesch approximation as a new method to analyze the
field-angle-dependent experiments such as the heat capacity and the thermal conductivity exper-
iments. The KPA yields as merit that one can quantitatively compare theoretical calculations
with experimental results without involving heavy numerical computations, even for realistic
complicated Fermi surfaces.
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1

第1章 序論：鉄系超伝導体の現時点での概論

1.1 はじめに：鉄系超伝導体の発見
2008年 2月、東工大細野グループは、J. Am. Chem. Soc. に Tc = 26Kの新しい高温超伝導体

を発見したことを報告した [1] 。彼らが発見したのは La(O1−xFx)FeAsという物質である。この物
質の母物質 LaOFeAsは、FeAs層を LaO層が挟む構造をしている (図 1.1)。この母物質は超伝導
にはならず、Oの位置に Fをドープすることで超伝導が生じる（図 1.2(a)）。また、母物質の電気
抵抗には極大点 (図 1.2(a)の Tanom)が存在するが、超伝導状態になるドープされた物質ではこの
極大点は存在しない。

図 1.1: (a)LaOFeAsの結晶構造と (b)粉末 XRDパターン [1]。

LaOFeAsの結晶構造 (図 1.1(a))は、FeAs層を伝導層として持つ構造であれば LaOFeAs以外で
も超伝導になる可能性があること示唆していた。また、比較的高い超伝導転移温度を持つMgB2と
異なり、組成を様々に変更できる可能性も持っていた。そのため、銅酸化物高温超伝導体以来の高
い超伝導転移温度を持つバラエティ豊かな物質群が発見されたという意味で、LaOFeAsの発見は
極めて大きなインパクトをもたらした。

La(O1−xFx)FeAsの発見の報告のすぐ後、中国と日本のグループが超伝導転移温度が 50Kを超
える物質 Sm(O1−x,Fx)FeAs、NdFeAsO1−y を報告した [2, 3]。NdFeAsO1−y は Oを Fで置換し
てドープする代わりに、Oを欠損させてドープを行った物質である。これらの物質の発見により、
零抵抗となる超伝導転移温度が 50Kを超えるCuO面を含まない物質群が初めて発見されたことに
なった。参考のため、超伝導転移温度の上昇の歴史を図 1.3に示す。もし液体窒素温度 77Kを超え
る超伝導体が見つかれば、冷却のコストダウンが可能になり産業への応用可能性が高まる。そのた
め、鉄系超伝導体の研究は銅酸化物高温超伝導体発見以来の大活況を呈することになった。また、
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図 1.2: (a)電気抵抗の温度依存性と (b)スピン感受率の温度依存性 [1]。

銅酸化物高温超伝導体が発見された 20年前には開発されていなかった新しい実験手法が多く開発
されており、プレプリントサーバーが整備されている現在、鉄系超伝導体の研究の進展速度は非常
に早い。2010年 2月において、発見からちょうど丸二年が経つことになるが、その間に数多くの
実験が行われ、鉄系超伝導体の基本的な物性が大分わかってきた。現時点でわかっている物性、特
に超伝導状態に関する物性を、本序論ではまとめることにする。なお、これらの物質群には Feの
代わりに Niを含むものや、Asの代わりに Pを含むものがあるが、便宜上すべて「鉄系超伝導体」
と本論文では呼ぶことにする。
本論文執筆とほぼ同時期に日本物理学会誌 No.11に鉄系超伝導体の小特集が組まれた [5, 6, 7]。

この小特集では、鉄系超伝導体の超伝導の性質の他に磁性や関連する物性に関しても述べられて
いる。

1.2 鉄系超伝導体の種類
鉄系超伝導体は非常に多くの種類がある。現時点で、これらの鉄系超伝導体を詳細に分類するのは

極めて困難である。鉄系超伝導体は同じ構造でもドープ量が異なれば異なる Tcを示す。また、ドー
プ量自体も、試料合成の際の仕込み量がわかっても「実際にどのくらいドープされたか」を系統的
に扱うのは難しい。この節では、現在発見されている鉄系超伝導体を構造別に、ROFeAs（1111系）
1、AFe2As2（122系）2、FeSe（11系）、LiFeAs（111系）、ペロブスカイト系 (Fe2P2)(Sr4Sc2O6)

1R:希土類
2A:アルカリ土類金属
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図 1.3: 超伝導転移温度上昇の歴史 [4]。

（Sc-22426）の 5種類に分類する。その後、伝導面である FeAs面に着目して、FeAs面の結晶構造
と Tc の関係について現時点で議論されていることをまとめる。

1.2.1 ROFeAs: 1111系
東工大細野グループらが発見したLaOFeAsが代表的な物質である。Tcが50Kを超えるSm(O1−x,Fx)FeAs

やNdFeAsO1−y などもこの物質群である。これらの物質群は 1111系と呼ばれている。超伝導とな
る組成は、ROMPnと書いたときには

• Rには Sm, Nd, Pr, Ce, La, Gd, Tb[8], Dy[8]

• MにはMn, Fe, Co, Ni

• Pnには P, As

などが入る。RFeAsO0.85における (R = Sm, Nd, Pr, Ce, La) それぞれの組成での Tcを図 1.4 に
示す。

1111系は、母物質のOを Fに置換したり、Oを欠損させたり、あるいは Laを Srに置換したり
[9]することで超伝導が生じる。これは価数を考えると理解することができる。1111系の母物質は
(RE)3+O2−Fe2+As3− と書くことができる。もし O2− を F1− に置換したり O2− の割合を減らし
たりすると、電子が余る。余った電子が FeAs面に供給されることで電子ドープが起きると考える
ことができる。一方、La3+を Sr2+に置換すると、ホールが余る。このホールが FeAs面に供給さ
れるとホールドープが起きると言える。[10]
鉄系超伝導体の超伝導転移温度 Tc は圧力に敏感である。La(O1−xFx)FeAs の Tc の圧力依存

性を図 1.5 に示す [11, 12]。常圧下で Tc ∼ 24K 程度であった La(O1−xFx)FeAs は、圧力をか
けることで Tc ∼ 43K 程度まで上昇し、その後下降する。一方、常圧下での Tc が比較的高い
(Tc ∼ 44K)CeO0.88F0.12FeAs の場合、圧力を強くしていくと単調に Tcは減少する（図 1.6）[13]。
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図 1.4: 格子定数 aと Tc の関係。[2]

図 1.5: 左：母物質 LaOFeAsの電気抵抗の圧力による違い [11]。右：La(O1−xFx)FeAsの Tcの圧
力依存性 [11, 12]。
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図 1.6: CeO0.88F0.12FeAsの Tc の圧力依存性 [13]。

特に興味深いのは、ノンドープ系であるはずである母物質 LaOFeAs も圧力をかけると超伝導が生
じるという点である [11]。このとき、抵抗の極大点 Tanomが圧力を強くしていくと低温側にシフト
し、抵抗の温度依存性が単調増加になったところで超伝導が生じている。これは、Oを Fに置換
するなどして電子ドープを行ったときの変化に似ている。

相図

La(O1−xFx)FeAsの電子相図は、電気抵抗 [1]やミューオンスピン緩和 (µSR)[14]などの実験結
果から得られている。横軸を F のドープ量としたときの電子相図を図 1.7に示す。ノンドープの母
物質の電気抵抗（図 1.2上）には、140Kあたりに異常が見られる。図 1.7右の µSRによる相図と
照らし合わせると、140Kあたりの抵抗の異常 Tanomは磁気秩序相への相転移近傍で生じているこ
とがわかる。ただし、この抵抗の異常が構造相転移に由来するのか磁気秩序相への相転移に由来す
るのかは、これらのデータからは判断できない。一つの興味のある問題として、磁気秩序相と超伝
導相の境界領域で何が起きているのか、量子臨界点が存在するのかどうか、がある。しかし、これ
ら二つの図からでは、超伝導層の左側 (低ドープ側)でどのように超伝導相と他の相がつながって
いるかがわからない。次に、CeFeAsO1−xFx の電気抵抗による相図と中性子散乱による相図を図
1.8に示す [15, 16]。T = 0での相転移である量子臨界点がこの物質で存在しているかどうかは、こ
の実験結果からは判断できないが、これらの図から、低ドープ側で現れる磁気秩序相が消失してか
ら超伝導相が生じているということは予想できる。1111系の相図のこの特徴は、後述する 122系
の相図とは異なっている。
ただし、SmFeAsO1−xFx を µSRで測定したDrewらのグループは、図 1.9のような相図を描い

ていることを指摘しなければならない [17]。彼らは 0.1 < x < 0.15というドープ量において超伝導
と磁性の共存が見られたと述べている。この相図が他の測定によって裏付けられるかどうか、この
振る舞いが Smという組成のみの性質なのかどうか、超伝導と磁性の共存が 1111系で存在するか
どうか、などは、今後明らかにすべき問題である。
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図 1.7: 左：電気抵抗から得られた La(O1−xFx)FeAsの相図 [1]。右：µSRから得られた相図 [14]。

図 1.8: 左：電気抵抗から得られた CeFeAsO1−xFx の相図 [15]。右：中性子散乱から得られた相
図 [16]。
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図 1.9: µSRから得られた SmFeAsO1−xFxFeAsの相図 [17]。

電子構造とフェルミ面

物質の電子構造は、実験的には、光電子分光や角度分解光電子分光で調べることができる。ま
た、理論的には、第一原理計算と呼ばれるバンド計算によってバンド図やフェルミ面を得ることが
できる。

LaFeAsO1−xFx ( x = 0, 0.06, 0.07)及び LaFePO0.94F0.06 の光電子分光の実験結果を図 1.10に
示す [18, 19]。まず、それぞれの物質におけるスペクトルは、組成が異なっていても大体似ている
ことがわかる。また、バンド計算結果（図 1.10右下部）と比較すると、フェルミエネルギー近傍
では Feの d軌道由来の一粒子状態密度 (DOS)が支配的であることがわかる。次に、母物質のバ
ンド計算結果を図 1.11に示す [20]。この図においても、フェルミエネルギー近傍では Feの d軌道
が支配的であることがわかる3。このバンド計算による LaOFeAsのフェルミ面を図 1.12に示す。
まず、この系の特徴として、フェルミ面が二次元的な円筒形であることが挙げられる。これは、図
1.11の Γ点から Z点への分散が平坦であるためである。また、図 1.12から、円筒形的な形状をし
たフェルミ面が複数あることが見てとれる。これらのフェルミ面は二つに分類できる。Γ点周りの
ホール的フェルミ面と、M点周りの電子的フェルミ面の二つである（図 1.11を参照）。バンド図
1.11は、フェルミ面を構成している Feの d電子は複雑に絡み合っており、この系がマルチバンド
の系であることを示唆している。
この 1111系に対して、角度分解光電子分光実験 (ARPES)が行われている [21, 22, 23]。しかし、

現時点できちんとバルクの電子状態を観測しているかどうかはわからないといわれている4。なぜ
なら、1111系は単結晶を割った表面に界面状態が形成されやすく5、ARPESはその特異な表面状
態を観測してしまう可能性があるからである。また、1111系の ARPESの実験は 122系と比べる
とほとんど行われておらず論文数が少ないということ自体が、1111系の ARPESの実験が難しい

3各論文は計算手法の違いによって、バンド図やフェルミ面の形状に違いが見られるが、定性的にはどれもほぼ変わら
ないと見なせる。

42009 年 7 月に行われた「新規材料による高温超伝導基盤技術 (TRIP)」第二回領域会議での議論より。
5産総研永崎氏や理研花栗氏との private comm.
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図 1.10: 左：LaFeAsO0.93F0.07 の価電子帯光電子分光スペクトル [18]。右：LaFeAsO1−xFx (
x = 0, 0.06) と LaFePO0.94F0.06 の価電子帯光電子分光スペクトルと、それらのバンド計算結果
[19]。
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図 1.11: 母物質 LaOFeAsと BaFe2As2 のバンド計算結果 [20]。
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図 1.12: 母物質 LaOFeAsのフェルミ面 [20]。

ことを意味している6。実際、図 1.13を見ると、LaOFePは局所密度近似 (LDA)バンド計算結果
（図中赤線）と比較的よい一致を示しているが、LaOFeAsは LDAバンド計算結果7とは合わない。
このARPESを行った Luらは、この違いを LaOFeAsの電子状態を LDAによって再現できないた
めと結論づけているが、LuらのARPESが表面状態を観測してしまっている可能性もある。Nishi
らは [23]、ホールが過剰にドープされて大きくなった Γ点周りのホール的フェルミ面が観測されて
いることから、1111系の ARPESの結果は表面状態を観測した結果ではないかと述べている。

1.2.2 AFe2As2: 122系
122系と呼ばれる物質群は、2008年 5月にドイツのグループである Rotterらによって報告され

た [24]。彼らはBaFe2As2 のBaをKに置換することで、Tc = 38Kという高い転移温度を持つ超伝
導体を発見した（図 1.14）。同様の組成で高い Tcを持つ物質は他には (Sr1−xKx)2As2（Tc ∼ 38K）
がある。超伝導になる組成は、AFe2As2と書いたときには、A = K, Ca, Ba/K, K/Sr, Ca/Srなど
である8。また、Feを Coで置き換えた Ba(Fe1−xCox)2As2 も超伝導となる [25]。そして、122系
の母物質 BaFe2As2 も、1111系の母物質 LaOFeAs 同様に圧力をかけると超伝導相を生じる [26]。

122系の結晶構造を図 1.15に示す。また、フェルミ面を図 1.16に示す。この物質には FeAs層が
二層あり、Baはその間に位置し、1111系よりも構造がシンプルである。図 1.11右のバンド図を見
ると、Γ-Z間に平坦ではないバンドがフェルミエネルギー近傍に存在しており9、その結果、Z点周
りに三次元的フェルミ面が存在していることがわかる（図 1.16参照。）10。また、電子的フェルミ
面の三次元性が 1111系よりも強い。これらの原因は、122系では 1111系の絶縁層である LaO層
に対応する層には Ba原子しかおらず、z方向にも電子が移動可能であることによると考えられる。

6単結晶が 122 系よりも作りにくいというのも原因の一つであると考えられる。
7 非磁性の基底状態を仮定した計算。
8ここで「a/b」は「a を b で置換する」を意味する。
9Γ-Z方向は kz 方向であり、この方向にバンドが k 依存性を持つということは kz 方向に分散を持っていることを意味

する。
10 Z 点近傍に閉じた丸い形状が見える。
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図 1.13: 母物質 LaOFePと LaOFeAsの ARPESスペクトル [21]。

図 1.14: 左：(Ba0.6K0.4)Fe2As2 の電気抵抗の温度依存性 [24]。右：磁気感受率 [24]。
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図 1.15: BaFe2As2 の結晶構造 [24]。

図 1.16: 母物質 BaFe2As2 のフェルミ面 [20]。
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図 1.17: 左：中性子散乱と電気抵抗より求めた Ba1−xKxFe2As2の相図 [27]。右：電気抵抗より求
めた BaFe2−xCoxAs2 の相図 [28]。

相図

122系の電子相図は 1111系と異なっている。Ba1−xKxFe2As2 と BaFe2−xCoxAs2 の相図を図
1.17[27, 28]に示す。あるドープ量において、超伝導相と磁性相が共存している領域が存在してい
ることがわかる。これらの振る舞いは、Sm以外の 1111系の相図（図 1.7、図 1.8）とは異なってい
る。1111系と 122系の違いを超伝導相と磁性相が共存しているかどうかで説明することは、1111
系でも共存領域を持つ Sm-1111の相図 (図 1.9) が報告されているので難しい。122系の相図は、
ドープ量を増やしていくと、「スピン密度波 (SDW)」が消失した直後に超伝導転移温度が最大に
なっている。この振る舞いは 1111系には見られないようである。

角度分解光電子分光

良質な単結晶が作成可能でありきれいな表面が得られやすいことから、122系の角度分解光電子
分光実験は盛んに行われている [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46,
47, 48, 49]。Dingらの実験結果（図 1.18図 1.19）と Evtushinskyらの実験結果（図 1.20）を示す
[35, 37]。 バンド計算結果と同様に、Γ点近傍のホール的フェルミ面と、M点近傍の電子的フェル
ミ面が ARPESで観測されている。122系においては、超伝導ギャップの運動量空間依存性も測定
されており、各フェルミ面において等方的に超伝導ギャップが開いているように見える。バンド計
算によると、122系は 1111系よりもフェルミ面の三次元性が強いと考えられている (図 1.16)。一
方、ARPESでは通常二次元的な超伝導ギャップの情報しか得られない11。したがって、122系の
超伝導ギャップがフェルミ面上で本当に等方的であるかどうかは、他の実験手法を相補的に用いる
ことによって判断されるべきである。

11三次元 ARPES を行って超伝導ギャップの大きさを得ることは可能 [50] だが、いまのところ鉄系超伝導体において超
伝導ギャップの大きさの三次元的分布は得られていない。
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図 1.18: Dingらによる Ba0.6K0.4Fe2As2(Tc = 37K)の ARPES測定結果 [35]。

図 1.19: Ba0.6K0.4Fe2As2 の超伝導ギャップの運動量空間依存性。Dingらの ARPESによる結果
[35]。



14 第 1章 序論：鉄系超伝導体の現時点での概論

図 1.20: 左：Ba1−xKxFe2As2(Tc = 32K)の光電子強度分布。右：超伝導ギャップの運動量空間依
存性。Evtushinskyらの ARPES測定結果 [37]。

図 1.21: LiFeAsの結晶構造 [53]。

1.2.3 LiFeAs: 111系
LiFeAsや NaFeAsは 111系と呼ばれる物質群である。LiFeAsは母物質自体が Tc ∼ 18Kで超伝

導となり [51]、NaFeAsはドープ量に応じて 12 ∼ 25Kで超伝導となる [52]。LiFeAsの結晶構造を
図 1.21に示す。FeAs層の間に Liが配置されており、122系よりもさらに単純な構造である。111
系に関する実験は数えるほどしかない [51, 53, 54, 52, 55, 56]。今後の研究の進展が望まれる。

1.2.4 FeSe: 11系
FeSe が Tc ∼ 8K で超伝導になることを報告したのは Hsu らのグループである [57]。その後、

FeSeの Seサイトを Teに 50％置換すると Tc ∼ 15.2Kまで上昇することがわかった [58]。また、
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図 1.22: FeSeの結晶構造 [57]。

FeSeに圧力を 1.48GPaかけると、オンセットの Tc が 27Kまで上昇することも報告された [59]。
これらの物質群は 11系と呼ばれている。

FeSeの結晶構造を図 1.22に示す。見てわかるように、1111系や 122系、111系よりもシンプル
な構造をしている。特に注目すべきは、他の鉄系超伝導体に見られた「絶縁層」が存在せず、グラ
ファイトのように FeSe面が積み上がってできたような結晶構造をしている点である。このような構
造においても高い Tcを持つということは、鉄系超伝導体が高い Tcを持つ原因は「伝導面」（FeSe
面や FeAs面）にあることを示唆している。このように、11系は鉄系超伝導体の様々な物性を調べ
る上で非常に有用な物質群であるといえる12。

1.2.5 22426系 (Fe2P2)(Sr4Sc2O6)

2009年 3月、東大下山グループが新しい種類の鉄系超伝導体をアメリカ物理学会とプレプリン
トサーバーで報告した [60]。彼らは (Fe2P2)(Sr4Sc2O6)が Tc ∼ 17K（オンセット）で超伝導にな
ることを報告した（図 1.23）。この物質の結晶構造を図 1.24に示す。すぐに見てわかることとし
て、「絶縁層」が非常に厚いことが挙げられる。実際、a軸の長さが 4.016(1)Åであるのに対し c
軸の長さは 15.543Åであり、Sr4Sc2O6 層が厚い。他の鉄系超伝導体は、Asを Pに置換した場合
でも超伝導を示すが Tcは数K程度と低い。一方、この超伝導体は Asではなく Pを持つにも関わ
らず Tc ∼ 17Kと比較的高い。これらの事実から、二次元性が高い構造では Tcが高いと予想され、
鉄系超伝導体の超伝導発現機構が何らかの二次元性に由来する可能性が示唆される。ただし、この
超伝導体の Pを Asに置換した物質は超伝導を示さないので [61]、何が超伝導にとって有利かは慎
重に判断しなければならないだろう。

22426系もその後高いTcを持つ物質が報告された。中国Hai-Hu Wenのグループは (Fe2As2)(Sr4V2O6)
がTc ∼ 37.2K(オンセット)の超伝導を示すことを報告した [62]。また、下山グループは (Fe2As2)(Sr4Mg1−xTi1+xO6)
の Tcがドープ量依存性を持ち、最適ドープ量 x = 0.6において Tc ∼ 39K(オンセット) の超伝導を
示すことを報告した [63]。22426系はまだ報告されたばかりであり、今後の実験の進展に期待する。

12毒性を持つ As を含まないという点でも扱いやすい物質である。
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図 1.23: (Fe2P2)(Sr4Sc2O6)の電気抵抗の温度依存性 [60]。

図 1.24: (Fe2P2)(Sr4Sc2O6)の結晶構造 [60]。
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図 1.25: FeAsの四面体を特徴づける角度 α、β。[64]

1.2.6 FeAs面の結晶構造と Tc

ここでは、鉄系超伝導体の伝導を担うと考えられている面、FeAs面（11系の場合は FeSe面）に
ついて述べる。図 1.1(a)を見ればわかるように、FeAs面はAsが作る四面体の中心に Fe原子が配
置されてできている。この面だけを取り出して上から眺めると、鉄原子が正方格子を組んでいる。
また、第一原理計算による電子構造の理論計算の結果や角度分解光電子分光による実験結果などか
ら、フェルミレベル近傍では鉄の複数の d軌道が支配的であることがわかっている [19]。これはつ
まり、電子は鉄原子による正方格子上を飛び回り伝導していることを意味している。

FeAs面は Asを頂点とする四面体で構成されている。この構造を特徴づけるには四面体のボン
ド角 α、β やボンド長などをパラメータとして用いればよい（図 1.25）。鉄系超伝導体の超伝導転
移温度 Tc と結晶構造の関係については、Leeらによって作成された興味深いプロットが存在する
（図 1.26）[64]。Leeらは、様々な鉄系超伝導体の Tc と As-Fe-Asのボンド角 αとの関係をプロッ
トすると、ほとんどの物質が一つの曲線上に乗ることを見いだした。また、この曲線が極大値を持
つとき（Tcが最大となるとき）の角度 αは、Asによる四面体がちょうど正四面体になるときの角
度（α = 109.47°）に近いことを指摘し、超伝導転移温度は四面体のボンド角と密接な関係にある
ことを示唆した。彼らの主張が正しければ、鉄系超伝導体の超伝導転移温度 Tcは 60K程度で頭打
ちになることを意味している。ただし、なぜ四面体がちょうど正四面体になるときに Tcが高いの
か、についての理論的根拠があるわけではない。
Tcと結晶構造の関係に関する研究として、Asの Fe面からの高さ (pnictogen height)と Tcの関

係を議論したものもある [65]。

1.3 鉄系超伝導体の共通の特徴
鉄系超伝導体は実にさまざまな種類があり、多彩な物性を持っている。その多彩な物性の中か

ら、比較的共通の特徴を抜き出し、述べる。
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図 1.26: TcとAs-Fe-Asボンド角 αとの関係 [64]。点線は正四面体における角度（α = 109.47°）。

1.3.1 高い上部臨界磁場
図 1.27、図 1.28 に NdFeAsO0.7F0.3 と Ba0.6K0.4Fe2As2 の上部臨界磁場の温度依存性を示す

[66, 67]。1111系、122系ともに、非常に高い上部臨界磁場を持つことがわかる。また、同じ温度
では、FeAs層に平行になるように ab軸に磁場をかけた場合の方が垂直に磁場をかけた場合より
Hc2 の値が大きい。

1.3.2 母物質における磁気転移の存在
電気抵抗の温度依存性（図 1.2）や図 1.7右の µSRによる相図等から、1111系の母物質には 140K

あたりになんらかの磁気転移があることがわかる。また、比熱測定においても（図 1.29左）同様
の温度領域に相転移が見られる [68]。

122系の母物質も、中性子散乱実験で求めた相図（図 1.17左）や電気抵抗の温度依存性（図 1.29
右）[24]から、140Kあたりに磁気的転移があることがわかる。

11系は FeSeは Tc ∼ 8Kの超伝導になるが、FeTeは超伝導にならない（図 1.30）[69]。FeTe0.92

では、90K付近に抵抗の異常が存在する13。この異常は置換量を増やしていくと低温にシフトし、
異常が消えた頃に超伝導が生じるように見える。FeTeを母物質と見なせば、この傾向は 1111系や
122系に似ている。

1.4 超伝導秩序変数の対称性に関する実験
超伝導秩序変数の対称性を明らかにすることは、超伝導発現機構を解明するためには重要であ

る。新しい超伝導体が発見されたときに実験的に確認すべき点としては、

13Te1 ではなく Te0.92 なのは、合成する際どうしても欠損が入ってしまうかららしい。
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図 1.27: NdFeAsO0.7F0.3の上部臨界磁場の温度依存性 [66]。左：c軸に平行な磁場。右：ab軸に
平行な磁場。

図 1.28: Ba0.6K0.4Fe2As2 の上部臨界磁場の温度依存性 [67]。
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図 1.29: 左：SmO1−xFxFeAsの比熱の温度依存性 [68]。右：Ba1−xKxFe2As2 の電気抵抗の温度
依存性 [24]。

図 1.30: FeTe1−xSex の電気抵抗の温度依存性 [69]。
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• Cooperペアがスピン一重項か三重項か

• 超伝導ギャップにノードが存在するか

• 超伝導秩序変数の対称性は何か

等がある。この節ではこれらの事について、現在実験的にわかっていることを述べる。

1.4.1 Cooperペアがスピン一重項か三重項か：Knight shiftの測定
鉄系超伝導体で実現している超伝導がどのような Cooperペアによって実現されているかを知る

ためには、Cooperペアの波動関数のスピン部分がスピン一重項かスピン三重項かを知る必要があ
る。この情報をプローブする実験手法の一つとして NMR（核磁気共鳴）がある [70, 71]。
静磁場中の核スピン系にエネルギー h̄ω0 の電磁波を照射すると、電磁波のエネルギーが

h̄ω0 = γh̄H0 (1.1)

のとき、核スピン系はエネルギーを吸収（放出）しエネルギー準位がmからm± 1へと変化する
（付録 Aも参照）。ここで、γ は gyromagnetic ratio 「磁気回転比」、H0 は外部磁場である。これ
はつまり、共鳴周波数 ω0 は外部磁場H0 に比例することを意味する。実際の測定においては、核
が同じでもその核が含まれている固体の種類が違うと比例定数が違っている。これは、共鳴を観測
している核の位置に生ずる余分な磁場Hlocが固体によって違うからである。特に、金属中の電子
によって作られるHloc は外部磁場H0 に比例するので、共鳴振動数のシフトを測定すれば金属中
の超微細場の平均値 〈Hloc〉が求められる。このシフトを Knight shiftと呼ぶ。また、金属中の電
子のKnight shiftは主としてフェルミの接触超微細相互作用によって生じ、パウリのスピン磁化率
に比例する。スピン磁化率 χe は、外部磁場H0 が存在する場合の、上向きスピンと下向きスピン
を持つ伝導電子の数の差で決まる。超伝導状態において、もし Cooperペアの波動関数がスピン一
重項であれば、ペアポテンシャルは

∆̂(k) = iσ̂yψ(k) =

(
0 ψ(k)

−ψ(k) 0

)
(1.2)

と表され [72]、上向きスピンと下向きスピンが Cooperペアとなっている。外部磁場が上向きにか
かっているとき、Cooperペアの片方の下向きスピンの電子は上向きになろうとする。しかし、両
方上向きの電子の Cooperペアは存在しないので、Cooperペアを壊さないと電子のスピンは上向
きになれない。Cooperペアを壊すには超伝導ギャップ程度のエネルギーが必要なので、無限小の
エネルギーでは Cooperペアは壊れない。その結果、スピン磁化率は T → 0でゼロになる。一方、
Cooperペアの波動関数がスピン三重項であれば、スピン空間においてペアポテンシャルは

∆̂(k) = i(d(k) · σ̂)σ̂y =

(
−dx(k) + idy(k) dz(k)

dz(k) dx(k) + idy(k)

)
(1.3)

と表され、dベクトルの向きが磁場に対してどの向きに向いているかが重要となる。外部磁場H0

と dベクトルが平行のとき (H0 ‖ d)、上向きスピンと下向きスピンのCooperペアのみが存在する
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図 1.31: PrFeAsO0.89F0.11 の 75Asの Knight shiftの温度依存性 [73]。磁場は ab面に印加して
いる。

ので、スピン一重項の場合と同じ結果になる。外部磁場H0と dベクトルが垂直のとき (H0 ⊥ d)、
上向きスピン同士の Cooperペアや下向きスピン同士の Cooperペアが存在する。外部磁場が上向
きにかかっているとき、下向きスピン同士の Cooperペアのスピンは上向きスピンの Cooperペア
になろうとする。スピン一重項の時とは異なり、下向きスピンの電子は Cooperペアを壊さずにす
む。なぜなら、上向きスピン同士の Cooperペアと下向きスピン同士の Cooperペアはエネルギー
が同じで縮退しているので、Cooperペア組み替えに余分なエネルギーを必要としないからである。
よって、超伝導状態であっても超伝導の性質が反映されず、常伝導状態と同じスピン磁化率になる
のである。外部磁場H0がこの二つの方向以外を向いている場合には、絶対零度では有限のスピン
磁化率が残る。
図 1.31に、PrFeAsO0.89F0.11の 75Asの ab面に外部磁場を印加したときのKnight shiftの温度

依存性を示す [73]。図 1.31を見ると、Tc以下で Knight shiftが減少し、T → 0でほとんどゼロに
なることがわかる。もしこの超伝導体がスピン三重項の Cooperペアを持っているのであれば、d

ベクトルは ab面内にかかっている磁場に平行な方向 (H0 ‖ d)を向いていなければならない。し
かしながら、dベクトルが磁場に依らず一定の方向を向いているならば、実験で用いた多結晶試料
中では dベクトルの方向は揃っていない。よって、dベクトルが磁場に平行な方向を向いているた
めに絶対零度でKnight shiftがゼロになっているということはありえない。ゆえに、この超伝導体
の Cooperペアの波動関数はスピン一重項であることがわかる。

1.4.2 超伝導ギャップにノードがあるかないか：超流動密度の測定他
超伝導状態では、フェルミ面に超伝導ギャップが開いている。この超伝導ギャップの運動量空間

依存性を調べることで、実現している超伝導状態の引力の起源に関する情報を得ることができる。
例えば、BCS理論に従う通常金属の超伝導状態の引力の起源は電子-格子相互作用である。弱結合
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BCS理論では電子同士の引力は同時刻デルタ関数型相互作用:

V (r − r′) = gδ(r − r′) (1.4)

で近似することができるので14、フーリエ変換すると運動量依存性はない。よって、超伝導ギャッ
プはフェルミ面上の各点で等方的に開くのである。このような超伝導を等方的 s波超伝導と呼ぶ。
一方、銅酸化物超伝導体や重い電子系超伝導体などの非従来型超伝導体においては、超伝導ギャッ
プがフェルミ面上のある領域においてゼロになっているものがある。超伝導ギャップがゼロとなっ
ている場所をノードと呼ぶ。もしある超伝導体にノードが存在すれば、そのノード領域では準粒子
は余分なエネルギーなしで励起することができる。その結果、低温での物理量の温度依存性の振る
舞いが、通常の s波超伝導の場合とは定性的に異なってくる。
超伝導ギャップのノードの有無を調べる実験としては

• 比熱の温度依存性の測定

• 比熱の磁場依存性の測定

• µSRによる超流動密度の温度依存性の測定

• 磁場侵入長による超流動密度の温度依存性の測定

• 熱伝導率の温度依存性の測定

• 熱伝導率の磁場依存性の測定

• NMRの核磁気緩和率 1/T1 の温度依存性の測定

• 角度分解光電子分光 (ARPES)による超伝導ギャップの運動量空間依存性の測定

• Scanning tunneling microscopy/spectroscopy (STM/STS) による dI/dV の電圧依存性の
測定

等がある。ARPESと STM/STS以外は、低温での準粒子励起の振る舞いからノードの有無を検出
するプローブである。ARPESと STM/STSは超伝導ギャップの直接観測を行うことができるが、
きれいな表面を持つ単結晶が得られないと測定が難しい。
さまざまな物理量の低温での温度依存性を決めているのは、準粒子励起である。準粒子励起が熱

によってどの程度誘起されるかは、準粒子の状態密度のエネルギー依存性によって決まる。超伝導
ギャップがすべてのフェルミ面において開いているときは、ギャップ以下の励起エネルギーに対し
て状態密度はゼロなので、低温にすると準粒子は指数関数的に減少する。d波超伝導体のようなラ
インノードをもつ超伝導体の場合は、状態密度はゼロエネルギーから線形に立ち上がるので、熱
励起した準粒子は低温になるにつれて温度とともに線形に減少する。運動量空間中でどのように
ギャップノードが形成されているかによって、状態密度のエネルギー依存性は異なる。しかし、ど
のようなギャップノードが形成されているにせよ、ノードが存在する場合には低エネルギーで何ら
かのベキで状態密度がたちあがる。したがって、ノードの有無を議論する場合には、ある物理量が

14強結合 BCS 理論では相互作用が周波数 ω に依るので同時刻ではなくなるが、同一地点で生じるの引力相互作用であ
ることは変わらない。
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温度を下げていったときに温度について指数関数的に減少するかどうかを見ればよい。ただし、こ
の議論が正確に成り立つのは絶対零度近傍のみなので、そもそもひとつのべきに乗らないような温
度依存性を持つ物理量 (大きさの異なる超伝導ギャップが開いている系の場合起きうる)の場合は、
判断が難しいことがある。また、低温でゼロに向かう物理量は測定値に対するノイズの影響が低温
に向かうにつれて相対的に大きくなるため、低温で期待値が有限となる物理量（超流動密度など）
の方が、判断しやすい。
鉄系超伝導体は様々な組成を持つ物質があり、それらすべてが共通の超伝導対称性を持っている

かどうか（ノードがあるかどうか等）は、よくわかっていない。そこで、1111系や 122系のそれ
ぞれを代表する物質において、超伝導ギャップにノードがあるかどうかを判定しうる超流動密度の
温度依存性の測定結果をここでは示し、議論する。

1111系

1111系での超流動密度の温度依存性の実験結果を以下に示す。

1. Luetkensらの LaO1−xFxFeAs多結晶の µSR測定 [74](x = 0.1, x = 0.075): 低温でフラット
（図 1.32左）

2. Khasanovらの SmFeAsO0.85 多結晶の µSR測定 [75]: 低温でフラット（図 1.32右）

3. Khasanovらの NdFeAsO0.85 多結晶の µSR測定 [75]: 低温でべき的？（図 1.32右）

4. Maloneらの SmFeAsO0.8F0.2 単結晶の磁場侵入長測定 [76]: 低温でフラット（図 1.33左）

5. HashimotoらのPrFeAsO1−y単結晶 (Tc ∼ 35K アンダードープ領域)の磁場侵入長測定 [77]:
低温でフラット（図 1.33右）

6. Martinらの RFeAsO0.9F0.1 単結晶 (R =La, Nd)の磁場侵入長測定 [78]: 低温でフラットで
はない（図 1.34左）

7. Luetkensらの LaO1−xFxFeAs多結晶の µSRによるドーピング依存性の測定 [79]: ドープ量
によって変化。低ドープ側は低温でフラット、高ドープ側 (x = 0.15, 0.20)はフラットではな
い（図 1.34右）

8. Renらの LaO0.9F0.1FeAs多結晶の磁場侵入長測定 [80]: 低温でフラットではない15。

9. Ahilanらの LaFeAsO0.89F0.11 多結晶の 19F核 NMRでの NMR lineの broadening から求
めた磁場侵入長測定 [81]: 低温でフラットではない？（図 1.35左）

10. Takeshitaらの LaFeAs(O0.94F0.06)多結晶の µSR測定 [82]: 低温でフラットとは言えない。
2ギャップ的? （図 1.35右）

15彼らは ∆λ の温度依存性はプロットしているが、磁場侵入長に対応する λ(0)2/λ(T )2 はプロットしていない。
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図 1.32: 左：LuetkensらのLaO1−xFxFeAsのµSR測定による超流動密度の温度依存性 [74](x = 0.1,
x = 0.075)。右：Khasanovらの SmFeAsO0.85とNdFeAsO0.85の µSR測定による超流動密度の温
度依存性 [75]

見てすぐにわかるように、さまざまな実験結果があり、互いにコンシステントな結果にはなってい
ない。
さまざまな温度依存性の振る舞いが得られてしまう理由のひとつは、鉄系超伝導体のマルチバ

ンド性が考えられる。BCS理論に従うような等方的なシングルバンド s波超伝導体の場合、超流
動密度は低温でフラットになる。これは、準粒子励起が低温になるにつれて指数関数的に減少す
るためである。鉄系超伝導体は、ARPESや第一原理計算の結果が示しているように、フェルミ面
が複数あるマルチバンド超伝導体である。フェルミ面が複数あったとしても、それらすべてのフェ
ルミ面上に等方的に超伝導ギャップが開いていれば BCS的シングルバンド s波超伝導体と同じ振
るまいをするはずである。多様な温度依存性の原因は、大きさの異なる超伝導ギャップが複数開い
ている可能性、超伝導ギャップがフェルミ面上で強い異方性を持つ可能性、その両方の可能性、等
が考えられる。しかし、どんな理由であるにせよ、超伝導ギャップがすべてのフェルミ面上で開い
てさえいれば不純物による束縛状態を除けば準粒子は絶対零度付近では励起できないはずであり、
フェルミ面上のどこかで超伝導ギャップがゼロになっていれば絶対零度付近でも準粒子は励起でき
るはずである。実験結果を見ると、どちらのケースもあるように思える。したがって、物質や実験
グループにより実験結果がこれほどバラエティに富んでいる理由は、鉄系超伝導体のマルチバンド
性だけでは説明できない。

1111系は良質な界面を得ることが難しいために、ARPESや STM/STS測定が難しい。ARPES
は行われてはいるが [22, 23]、界面で電荷分布が再構成されている様子が観測されている。そして、
すべてのフェルミ面上の超伝導ギャップを観測することはできていない。

122系

122系の超流動密度の温度依存性に関する実験結果を以下に記す。
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図 1.33: 左：Malone らの SmFeAsO0.8F0.2 の磁場侵入長測定 [76]。右：Hashimoto らの
PrFeAsO1−y(Tc ∼ 35K アンダードープ領域)の磁場侵入長測定 [77]。



1.4. 超伝導秩序変数の対称性に関する実験 27

図 1.34: 左：Martinらの RFeAsO0.9F0.1 (R =La, Nd)の磁場侵入長測定 [78]。右：Luetkensら
の LaO1−xFxFeAsの µSRによるドーピング依存性の測定 [79]。

図 1.35: 左：Ahilanらの LaFeAsO0.89F0.11の 19F核 NMRでの NMR lineの broadening から求
めた磁場侵入長測定 [81]。右：Takeshitaらの LaFeAs(O0.94F0.06)の µSR測定 [82]。
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1. HashimotoらのBa1−xKxFe2As2(x ≈ 0.55)単結晶の磁場侵入長測定 [83]: サンプルの汚さで
低温でのフラット具合が変化する（図 1.36参照。）

2. Luanらの Ba(Fe0.95,Co0.05)2As2 の magnetic force microscopyと scanning SQUIDによる
超流動密度測定 [84]: 低温でフラット。two-gapモデルでフィットできる（図 1.37左）

3. GordonらのBa(Fe0.93Co0.07)2As2単結晶の磁場侵入長測定 [85]: 低温でベキ的振る舞い。有
限のギャップレス領域あるいはポイントノードの存在を示唆？

Hashimotoらは、Ba1−xKxFe2As2(x ≈ 0.55)単結晶の磁場侵入長測定において、サンプルの汚さ
の度合いによって、超流動密度の低温の振る舞いが変化することを見いだした (図 1.36右)。図 1.36
左に示した磁化率と抵抗率の温度依存性を見ると、測定されている三つの単結晶試料は、他の実験
で使われている試料と比べて特段に汚い（転移がブロードになっている）わけではない。磁化率の
温度依存性では、offsetの転移温度に 5Kほどの差が見られるが、onsetの転移温度には差は見られ
ない。抵抗率の温度依存性では、#3の試料が他の二つの試料に比べて転移温度でのシャープな抵
抗の減少が見られる。#1と#2の試料は、磁化率も抵抗率もほとんど変わらない。磁場侵入長か
ら見積もられた超流動密度の温度依存性は、#3の試料では低温でフラットであり、#1と#2の試
料はベキ的に見える。また、#1と#2の試料の間にもベキの違い（低温での減少の具合）が見ら
れる。これらの結果から、Hashimotoらは、122系のこの物質はフルギャップ超伝導体であり、超
流動密度の低温でのベキ的振る舞いは不純物によるものと結論づけている。もし試料の質によって
超流動密度の低温での振る舞いが異なることが鉄系超伝導体の普遍的な性質であるならば、1111
系の超流動密度の低温での振る舞いの違いも試料の質の違いとして理解できるかもしれない。

122系では角度分解光電子分光 (ARPES)の実験結果は、Hashimotoらの主張するフルギャップ
超伝導とコンシステントである。Dingらの実験結果（図 1.18図 1.19）と Evtushinskyらの実験結
果（図 1.20）を見ると [35, 37]、BaをKにある割合置換したBaxK1−xFe2As2 においては、超伝導
ギャップは等方的に開いていることがわかる。また、二つの実験ともに、Γ点付近の内側のホール
的フェルミ面と、電子的フェルミ面での超伝導ギャップの大きさが等しく、Γ点付近の外側のホー
ル的フェルミ面での超伝導ギャップがその半分となっている。超伝導ギャップが運動量空間で等方
的かどうかは、三次元的情報が得られないARPESでは結論を得ることはできない。しかし、これ
らの実験は、少なくとも超伝導ギャップにノードはなくフルギャップ的であることを示唆している。

11系

11系の超流動密度の温度依存性の実験結果は少ない。Khasanovらの FeSe0.85の µSRによる超
流動密度の温度依存性 [86] を図 1.38に示す。彼らは、FeSe0.85 においては、マルチバンドでフル
ギャップの超伝導状態が実現していると結論づけている。
花栗らは、FeTe1−xSexにおいて STM/STS測定を行っており、彼らの dI/dV 測定によれば、状

態密度はフルギャップ的である [87]。
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図 1.36: Hashimotoらの Ba1−xKxFe2As2(x ≈ 0.55)単結晶での、左：磁化率と抵抗、右：磁場侵
入長の温度依存性 [83]

図 1.37: 左：Luanらの Ba(Fe0.95,Co0.05)2As2のmagnetic force microscopyと scanning SQUID
による超流動密度測定 [84]。右：Gordonらの Ba(Fe0.93Co0.07)2As2単結晶の磁場侵入長測定 [85]
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図 1.38: Khasanovらの FeSe0.85 の µSRによる超流動密度の温度依存性 [86]。

まとめ

現時点では、122系に関しては、ARPESによる超伝導ギャップの観測と超流動密度の温度依存
性の測定は、両方ともフルギャップ超伝導を示唆しておりコンシステントであると言える。
一方、1111系に関しては、ARPESですべてのフェルミ面の超伝導ギャップが観測できていない。

超流動密度の温度依存性は、物質や実験グループによって異なる振る舞いが得られている。この振
る舞いの違いが、122系で Hashimotoらの主張する試料の質の違いと同じ理由で起きているので
あれば、1111系もフルギャップ超伝導である可能性が高い。

11系に関しては、まだ実験結果が十分に出そろってはいないが、フルギャップではないかと予想
されている。

1.4.3 秩序変数の対称性：1/T1の測定他
超伝導秩序変数の対称性を同定する為には、超伝導秩序変数の絶対値の大きさだけではなく位相

の情報を得る必要がある。この節では、核磁気緩和率（NMR）測定によるスピン-格子緩和率 1/T1

の温度依存性の実験結果について議論する。1/T1T は付録 Aで述べるようにスピン磁化率に関連
する物理量である。そして、この量は、次章以降で述べるように、状態密度 (通常 Green関数)の
二乗に関する量とコヒーレンス効果 (異常 Green関数)の二乗に関する量の和で表される。その結
果、低温では状態密度の情報を、転移温度近傍ではコヒーレンス因子の情報を得ることができる。
鉄系超伝導体では、Tc 以下の温度領域まで含めた NMRの実験が非常に多く行われている [73,

81, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104]。Nakaiらは、面内磁場
H ∼ 9.89T下での LaOxF1−xFeAsの x = 0.04, 0.07, 0.11における 75As核の NMR測定を行い、
1/T1の温度依存性を測った [88, 93]。彼らの実験結果を図 1.39右に示す。彼らの測定では、1/T1は
Tc直下でHebel-Slichterピーク (コヒーレンスピーク) を持たず、低温で T 3に比例して減少してい
る。この T 3の振る舞いが磁場の強さによってどのように変化するかを調べるために、x = 0.11の
試料において磁場依存性を調べた [105]。その結果、5.2Tから 12Tの磁場領域で 4K (T ∼ 0.2Tc)
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図 1.39: 左：Nakaiらによる面内磁場 H ∼ 9.89T下での LaOxF1−xFeAsの x = 0.04, 0.07, 0.11
における 75As核のNMR測定による 1/T1の温度依存性 [93]。右：Mukudaらによる酸素欠損試料
LaFeAsO0.6 の 75As-NQR測定による 1/T1 の温度依存性 [91]。

まで T 3 の振る舞いが見られることが確認された。Tc 直下にコヒーレンスピークがなく低温で T 3

の温度依存性を 1/T1が示すことは、Grafeらの LaFeAs(O0.9F0.1)での測定でも確かめられている
[89]。さらに、酸素欠損試料 LaFeAsO0.6 の 75As-NQR測定（無磁場）においても、同様の T 3 の
振る舞いが見られる（図 1.39左）[91]。また、Terasakiらは、AsサイトのNMRの他に Feサイト
の NMRを行っており、その 1/T1 の結果も似たような低温での T 3 の振る舞いを示す。このよう
な 1/T1 の温度依存性は、11系でも Seの NMRにおいて観測されている [106]。

1/T1の低温での T 3の振る舞いが見られるということと Tc直下にコヒーレンスピークがないと
いうことを一番シンプルに説明するには、ラインノードを持つ超伝導が鉄系超伝導体で実現してい
ると考えればよい。ラインノードを持つ超伝導の場合、Tc 直下のコヒーレンスピークは存在しな
い。また、d波超伝導であれば状態密度のエネルギー依存性はゼロエネルギー近傍で線形になって
いるので、状態密度の二乗に比例する量である 1/T1T は T 2 に比例し、実験結果を説明できる。
しかしながら、ラインノードをもつと言われている他の種類の非従来型超伝導体とは異なる振る

舞いもある。Nakaiらは、残留状態密度に由来するKorringa則（1/T1 ∝ T）が低温でも観測され
ず、T 3 の振る舞いが低温までずっと観測されていることを指摘している。通常、超伝導ギャップ
にノードが存在すると、そのノードまわりの準粒子は不純物の影響を受けやすく、低エネルギー領
域での状態密度はエネルギー E に依らなくなる。状態密度が E に依らなくなると 1/T1T も T に
依らなくなるので、1/T1 は T に比例し Korringa則が現れる。実際、ノードを持つと言われてい
る多くの非従来型超伝導体 (銅酸化物など)において、1/T1が T に比例するという振る舞いが観測
されており、その T に比例する領域は不純物の量によって変化することがわかっている。
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図 1.40: Terasakiらの LaFeAsO0.6 の 1/T1 の異なる磁場下での温度依存性 [92]。

さらに、磁場をかけてもかけなくても振る舞いが変わらないというのも、ラインノードを持つと
言われる他の非従来型超伝導体とは異なる。通常、ノードを持つ超伝導体に磁場をかけると、状
態密度が増えることにより 1/T1が増大する。これは、vortex周りでの超流動流による準粒子励起
の磁場依存性に由来すると解説される16。この状態密度の増大は磁場に敏感であり、磁場が増大す
るとこの状態密度も増大する。一方、フルギャップ超伝導体では vortex周りの超流動流による励
起エネルギーよりも超伝導ギャップのエネルギーの方が大きいので準粒子は励起されず状態密度の
増大は見られない17。図 1.40の Terasakiらの実験結果を見ると、無磁場 NQRもH ∼ 6.309Tの
NMRも H ∼ 11.97Tの NMRも、1/T1 はほとんど同じ値で温度依存性も同じになっていること
がわかる。この結果はフルギャップ超伝導を示唆しているようにも考えられる。さらに、他の非従
来型超伝導体で 1/T1 が T 3 の振る舞いを示すのは非常に高品質な試料に限られるが、鉄系超伝導
体ではさまざまな組成や物質で T 3の振る舞いが見られる、ということも、いままでの非従来型超
伝導体と鉄系超伝導体の性質が異なっている点である。
以上に述べた理由から、ラインノードを持つような超伝導対称性を仮定すれば NMR実験での

1/T1 の測定をすべて説明できるわけではないことがわかった。また、前節で述べたように、状態
密度のエネルギー依存性に由来する低温での物理量の温度依存性のべきは、本来は絶対零度に非常
に近い温度領域のみで成り立つ。このことは、NMR実験の 1/T1の低温での T 3の温度依存性が果

16 状態密度は磁場の平方根に比例する（Volovik効果）。この現象の説明は磁束の周りの超流動流によってドップラーシ
フトを受けて励起した準粒子が磁場よって増大すると解説されることが多い。本論文第５章では、vortex 周りに束縛され
た状態が系全体に広がったと考えてもこの状態密度の磁場依存性を説明できることを示している。

17フルギャップ超伝導体では低エネルギーの準粒子束縛状態は vortex 近傍にのみ存在しているため系全体に広がること
ができないと考えて説明することもできる。
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たして本当にラインノードを示唆する結果なのかを慎重に考えなければならないことを意味する。
前節で議論したように、クリーンな試料では超流動密度の温度依存性が低温でフラットになるとい
う Hashmotoらの 122系の結果が 1111系など他の組成の物質にも適用できるのであれば、超流動
密度の温度依存性の実験結果はフルギャップ超伝導を示唆している。しかし、s波超伝導であると
仮定すると、NMR実験の 1/T1 が Tc 直下にコヒーレンスピークを持たないことを説明できない。
では、NMR実験での 1/T1が Tc直下にコヒーレンスピークを持たないということを、どのよう

に考えればよいのだろうか。1/T1の Tc直下のコヒーレンスピークは、異常Green関数のフェルミ
面積分の二乗の寄与によって生じる。異常 Green関数の符号は、超伝導秩序変数の符号と対応し
ている（次章参照。）。たとえば、∆ = cos 2θ(θ = arctan(ky/kx))で表される d波超伝導体の場合、
運動量空間中で超伝導秩序変数が正である領域と負である領域が同じ面積である。このとき、フェ
ルミ面上で積分すると、正と負がちょうど打ち消し合って積分値はゼロとなる。よって、d波超伝
導体においてはコヒーレンスピークは現れない18。また、s波超伝導体においてはフェルミ面上で
超伝導秩序変数の符号はすべて等しいので、積分値がゼロになることはなく、コヒーレンスピーク
が現れる。鉄系超伝導体の NMR実験の結果を説明するためには、Tc 直下のコヒーレンスピーク
が現れないような超伝導対称性を用いなければならない。
鉄系超伝導体の超伝導対称性として有力視されているのは、s±波超伝導 (±s波超伝導とも呼ば

れている)である。バンド計算やARPESから、鉄系超伝導体は図 1.12のようなフェルミ面を持っ
ていることがわかっている。ほとんどの鉄系超伝導体は、Γ点にホール的フェルミ面、M点 (ある
いは X点) に電子的フェルミ面を持っている。±s波超伝導とは、ノードがどこにもないという意
味で s波超伝導的であるがホール的なフェルミ面と電子的なフェルミ面上に開いた超伝導ギャップ
の符号は異なる、という超伝導である。二種類のフェルミ面上で符号の違う超伝導秩序変数を持つ
場合、異常Green関数をすべてのフェルミ面で積分したときに積分値がゼロになる可能性がある。
このとき、1/T1 の Tc 直下のコヒーレンスピークは現れず、実験を説明することができる。また、
超流動密度の温度依存性は、超伝導ギャップがすべてのフェルミ面上で開いている（フルギャップ）
ために、低温でフラットになり、実験結果とコンシステントである。ただし、NMR測定の 1/T1の
低温での T 3 の振る舞いは、単純に ±s波超伝導を仮定しても、超伝導ギャップが完全に開いてい
るために説明できない。
いくつかのグループが、フルギャップの ±s波超伝導は、1/T1 の低温での T 3 の振る舞いと Tc

直下にコヒーレンスピークがないことを矛盾なく説明できると主張している [107, 108, 109]。これ
らのグループは、低温での 1/T1の T 3の振る舞いを不純物効果で説明している。±s波超伝導体中
では、準粒子が不純物によって散乱された際に超伝導秩序変数の符号が変化する場合があり、この
とき特異な不純物状態が超伝導ギャップ以下のエネルギー領域に生じる。この不純物状態は不純物
の種類や強さによって変化するが、通常の不純物状態と違って状態密度がエネルギー依存性を持て
ば、1/T1T も温度依存性を持つことになる。この特異な不純物由来の 1/T1 が T 3 の振る舞いを示
すように適当に不純物の種類や強さを選んでやれば、実験結果を説明することができる。しかしな
がら、さまざまな物質や組成において 1/T1 が低温で T 3 になることを彼らのシナリオで説明する
為には、T 3 を示すすべての試料において同じ種類で同じ強さの不純物が導入されていなければな
らない。

18理論的には、通常 Green関数由来の弱いピークが Tc 直下に現れる。しかしながら銅酸化物超伝導体などのラインノー
ドを持つ多くの超伝導体の 1/TT1 にはこの弱いピークは観測されない。不純物効果などによってならされて消えてしまっ
ていると考えられている。
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図 1.41: Chenらの半整数量子化磁束の検出実験のセットアップ [111]。

我々は、さまざまな物質や組成において 1/T1の T 3の振る舞いが現れることを説明する為に、低
温での状態密度のエネルギー依存性を、不純物状態由来とするのではなく異方的±s波超伝導ギャッ
プ由来とした [110]。この議論に関しては、本博士論文の「鉄砒素系超伝導体の核磁気緩和率及び
超流動密度の温度依存性の解析」（第２章）において詳細に述べている。
超伝導秩序変数に符号変化があるのではないかという実験結果は、NMR測定以外にも存在する。

2008年 5月、ChenらはNb-NbFeAsO0.88F0.12のループ構造を作り Fluxの測定を行い（図 1.41）、
半整数量子化磁束侵入の検出に成功したと報告した [111]（図 1.42）。この論文の著者の一人には、
銅酸化物高温超伝導体において半整数量子化磁束を検出することで銅酸化物超伝導体の対称性が d

波超伝導であることを決定づけた論文 [112]の第一著者である C.C. Tsueiが含まれている。通常
の s波超伝導体であれば、超伝導リング中に侵入する磁束は量子化磁束の整数倍である。彼らは、
多結晶でできた超伝導リング中のあるループ中で超伝導秩序変数の符号N 回変わるとき、N が偶
数のときは整数量子化磁束、N が奇数であれば半整数量子化磁束が現れると述べている。通常の
s波超伝導体においては超伝導秩序変数の符号は変化しないので整数量子化磁束しか現れない。鉄
系超伝導体で±s波超伝導が実現しているとすると、同一の多結晶の粒の中に超伝導秩序変数の異
なるフェルミ面が存在しており、粒と粒の境界では位相差 π と位相差ゼロの両方の接合が存在し
ていることになる。したがって、彼らが考えるような π 接合が奇数回起きて半整数量子化磁束が
起きるというシナリオは素朴すぎる可能性がある。ただし、超伝導秩序変数の符号が運動量空間で
変化しなければ整数量子化磁束しか現れないので、半整数量子化磁束の侵入を観測できているとい
うことは、鉄系超伝導体の超伝導秩序変数に何らかの位相変化があることを実験は示唆している。
彼らの実験結果はただちに±s波超伝導を示唆する結果ではないが、何らかのエキゾチックな超伝
導が起きている可能性を示唆している。
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図 1.42: Chenらの半整数量子化磁束の検出実験の測定結果 [111]。
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1.4.4 他とは異なる振る舞いをする系に関して
最近、122 系において、As を P に部分的に置換した物質 RFe2(As1−xPx)2 (R = Ba,Sr) の

物性が調べられている [113, 114, 115, 116, 117, 118]。この物質については、Hashimoto らは、
BaFe2(As0.67P0.33)2 の超流動密度の温度依存性が低温でべきに従い、熱伝導率が無磁場で有限の
値をもって

√
H 的に立ち上がることを報告している [114]（図 1.43）。彼らはこの物質の測定データ

と (Ba0.45,K0.55)Fe2As2や (Ba0.75,K0.25)Fe2As2の測定データを比較し、振る舞いが異なることを
指摘した。また、Nakaiらは、BaFe2(As0.67P0.33)2 の 31P-NMRを行い、1/T1 の温度依存性を測
定した。彼らは、1/T1が T に比例するというKorringa則が低温の広い領域で成り立っていること
を見いだし、1/T1 は磁場の大きさに比例して上昇することをを報告している [115]（図 1.44）。前
述したように超伝導転移温度以下で Korringa則が成り立つということは何らかの準粒子励起が低
温で存在しているということを示唆しており、フルギャップ超伝導であると予想されている多くの
他の鉄系超伝導体では観測されていない。超流動密度の温度依存性、熱伝導率の温度依存性、1/T1

の温度依存性の三つの結果より、BaFe2(As0.67P0.33)2は超伝導ギャップにラインノードを持つと示
唆される19。

Asを Pに置換しても、電荷は導入されない。したがって、RFe2(As1−xPx)2の xを変えること
は電子やホールのドープ量を変えることにはなっていない。図 1.44に示すように、x = 0と x = 1
は超伝導ではない。しかしながら、最適な置換量 x ∼ 0.33において Tc ∼ 33Kの超伝導を示す。第
一原理計算によると、フェルミ面の形状は xを変えてもほとんど変わらず [113]（図 1.45）、この
物質はホール的フェルミ面と電子的フェルミ面を持つマルチバンド性のある物質である。フェルミ
面の形状が似ているにも関わらず、他の鉄系超伝導体と超伝導対称性が異なる可能性があるこの物
質は極めて興味深い。
もしRFe2(As1−xPx)2の超伝導ギャップにラインノードを持つならば、そのラインノードの場所

がフェルミ面上のどこにあるかを実験的に同定することは重要である。ラインノードの場所の情報
は、磁場回転比熱・熱伝導率実験によって調べることができるはずである。

1.5 実験の現状のまとめと理論
鉄系超伝導体はその Tcの高さと実現しうる超伝導体のバラエティの多さから盛んに研究されて

いる。また、銅酸化物超伝導体の研究により培った高精度な実験手法が数多く存在するため、様々
な角度から鉄系超伝導体の物性は調べられている。しかしながら、現時点ではどのような超伝導対
称性が実現しているかはコンセンサスが得られていない。また、組成依存性やドープ量依存性に関
する系統的なデータは出そろっていないため、そもそも鉄系超伝導体すべてが同じ超伝導対称性な
のかどうかも、まだわからない。
鉄系超伝導体の超伝導対称性の候補の一つとして、±s波超伝導が考えられている。この ±s波

超伝導というのは、すべてのフェルミ面に超伝導ギャップが開いており s波的であり（フルギャッ
プ超伝導）、かつ異なるバンドからなるフェルミ面間で超伝導秩序変数の符号が異なる、という超
伝導である。フルギャップ超伝導であるというのは、1111系 122系の超流動密度（磁場侵入長等

19三つのうち二つが成り立っているように見えるにも関わらずラインノードではないという物質は MgB2 等があり、三
つとも成り立っているように見える物質は例外なくノードを持つ [119]。
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図 1.43: Hashimotoらの BaFe2(As0.67P0.33)2 の超流動密度の温度依存性 (図左)と熱伝導率の磁
場依存性 (図右)[114]。

図 1.44: Nakaiらの BaFe2(As0.67P0.33)2 の NMRの 1/T1の温度依存性 (図左)と感受率の温度依
存性 (図右)[115]。



38 第 1章 序論：鉄系超伝導体の現時点での概論

図 1.45: Kasaharaらの BaFe2(As1−xPx)2 の電子相図と結晶構造とフェルミ面 [113]。
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によって測定）の温度依存性が低温でフラットであり、122系の角度分解光電子分光による運動量
空間での超伝導ギャップの大きさ測定においてどこにもノードが見つからない、等の実験結果から
予想されている。異なるバンドからなるフェルミ面間で超伝導秩序変数の符号が異なっているとい
うのは、1111系 122系 11系のNMRの 1/T1が Tc直下にコヒーレンスピークを持たないというこ
とと、1111系多結晶の半整数量子化磁束侵入の観測、等の実験結果から予想されている。
理論側においては、Mazinらが早くから (2008年 3月から)±s波超伝導実現の可能性を指摘し

ていた [120]。彼らは、似たようなフェルミ面が複数あることに着目し、似たフェルミ面間にネス
ティングがあるとすれば、反強磁性揺らぎによる超伝導ペア形成が起こるのではないかと指摘し
た。反強磁性揺らぎを起こすネスティングベクトル q の始点と終点では超伝導秩序変数の符号が
変化するため、この超伝導は ±s波超伝導である。Kurokiらは、LaOFeAsの第一原理計算によっ
て得られた結果を使い、鉄の d軌道 5つの自由度だけを残した二次元有効 5バンドタイトバイン
ディングモデルを作った [121]。彼らは、乱雑位相近似 (RPA)によって感受率を計算し、様々な超
伝導対称性の Eliashberg方程式の固有値の大きさを比較して、実際に実現しうる超伝導対称性を
調べた。その結果、Mazinらの述べた電子-ホールフェルミ面間のネスティングベクトル qによる
反強磁性揺らぎが支配的な状況であれば±s波超伝導が実現するが、電子-電子フェルミ面間やホー
ル-ホールフェルミ面間のネスティングベクトル qによる反強磁性揺らぎが支配的な状況であれば
ラインノードを持つ d波超伝導が実現することがわかった（図 1.46左）。また、彼らは FeAs層の
Asの高さをパラメータとして同様の計算を行い、Tcが高いものは ±s波超伝導になることを示唆
している [65]（図 1.46右）。
もし反強磁性ゆらぎが超伝導 Cooperペア形成のための糊であるならば、該当する qベクトルに

反強磁性揺らぎが実験的に観測されなければならない。中性子散乱実験において、±s波超伝導を
作る qベクトルにおいてレゾナンスピークが見られたという報告がある [122, 123]（図 1.47）。彼
らは、系が超伝導状態になると、該当する qにおいて中性子散乱強度のピークが増大することを指
摘している。CeCoIn5 や銅酸化物超伝導体においても、反強磁性揺らぎによる中性子散乱強度の
ピークの増大が見られている [124, 125, 126, 127]。従って、鉄系超伝導体の中性子散乱のピークも
反強磁性揺らぎ由来であると彼らは予想している。
以上の実験結果や理論結果を総合して考えると、±s波超伝導が鉄系超伝導体の超伝導対称性と

してもっとも有力であると考えることができる。しかしながら、±s波超伝導以外の超伝導対称性
では全く実験結果を説明できないかというと、そうではない。たとえば、Onariらは、有効 5バン
ドモデルと RPAを用いて感受率の虚部を計算し中性子散乱実験と比較すると、通常の符号反転を
持たない s波超伝導で実験を説明できることを指摘している [128]。彼らは、彼らの計算では s波超
伝導でも ±s波超伝導でもピークが生じ、s波超伝導の場合の方が ±s波超伝導の場合よりもピー
クが小さくなっていることから、中性子散乱実験で測定されている強度のピークが銅酸化物等の他
の系と比べて弱いということとコンシステントであると述べている。また、名古屋大学の佐藤らの
グループは、NMRの 1/T1が Tc直下でコヒーレンスピークを持たないことも、不純物によるダン
ピング効果を考えれば通常の s波超伝導でも説明できると述べている [129]。そして、鉄系超伝導
体は銅酸化物超伝導と比べて不純物を入れても Tcがあまり下がらないという実験結果があること
と、理論的には±s波超伝導は不純物効果に対して弱い [130]ということが矛盾しており、±s波超
伝導は鉄系超伝導体の超伝導対称性ではないと述べている。
この他に、先ほど述べたような、現在理論側から提唱されている反強磁性揺らぎによる超伝
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図 1.46: 左：Kurokiらの有効 5バンドモデルとフェルミ面 [121]。右：Kurokiらの Asの Fe面か
らの高さと Tc の関係 [65]。

図 1.47: 左：QiuらによるFeSe0.4Te0.6の中性子散乱実験 [122]。右：InosovらのBaFe1.85Co0.15As2
の中性子散乱実験 [123]。
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導発現機構が正しいかどうかも、まだコンセンサスが得られていない。なぜなら、前節で述べた
BaFe2(As1−xPx)2 が、磁場侵入長や NMR等の測定からラインノードを持つと実験的には示唆さ
れているからである。Kurokiらの理論においては、高い Tcを持つ物質はフルギャップになると示
唆されている。しかし、BaFe2(As0.66P0.33)2の Tcは 35K近くあり、他の Ba1−xKxFe2As2などの
フルギャップと呼ばれている物質の Tc と比べて遜色がない。したがって、鉄系超伝導体の超伝導
発現の微視的機構に関しては、現状ではまだわからないことが多い。
以上から、鉄系超伝導体の超伝導対称性、特に±s波超伝導が実現しているかどうかを実験的に

確かめることが、鉄系超伝導体の超伝導の微視的機構を明らかにするために非常に重要であること
がわかる。

1.6 本論文の目的
鉄系超伝導体で実現している超伝導が±s波超伝導であるかどうかを実験的に明らかにすること

は、鉄系超伝導体の超伝導発現機構解明のためには非常に重要なことである。しかしながら、異な
るフェルミ面上で超伝導秩序変数の符号が異なるという性質を実験的に確認することは難しい。な
ぜなら、バルクの系では、超伝導秩序変数の情報は多くの場合絶対値として現れ、符号の変化とい
う超伝導秩序変数の位相は検出することが難しいからである。バルクの系においては、超伝導秩序
変数の符号が異なるという情報は、核磁気緩和率の 1/T1のように、フェルミ面上での積分量とし
て間接的に物理量に影響を与える。超伝導秩序変数の位相を直接的に検出するためには、あるフェ
ルミ面上の準粒子が超伝導秩序変数の符号の異なるフェルミ面へ散乱される効果がはっきりと現れ
る物理量を測定しなければならない。
本論文では、鉄系超伝導体の超伝導秩序変数の対称性の同定のための実験を提案するため、現象

論的理論手法を用いる。特に、超伝導秩序変数の符号が各フェルミ面上で異なるという情報を、ど
のような実験手法で取り出すことができるかについて考察する。ここで言う現象論的理論手法とい
うのは、超伝導秩序変数をある形に仮定するという意味である。
本論文においては、

• 核磁気緩和率及び超流動密度の温度依存性の測定：バルク系での物理量

• ポイントコンタクトスペクトロスコピー等界面に敏感な実験：界面での準粒子の散乱に起因
する束縛状態

• STM/STSによる準粒子干渉効果測定実験：渦糸コア中の準粒子の不純物散乱

• 磁場回転比熱・熱伝導率実験による超伝導ギャップ異方性の測定：状態密度の磁場回転依存性

等の実験を解析および予言する。その際、鉄系超伝導体に特徴的なマルチバンド性と、±s波とい
う新奇な超伝導秩序変数がこれらの実験結果にどのような影響を及ぼすかを調べる。
鉄系超伝導体という最近発見された物質を念頭において具体的な研究を行うことの他に、本博士

論文では、より普遍的な、系のマルチバンド性が様々な物理量に与える影響を研究することも大き
な目的の一つである。マルチバンド性を持つ超伝導体としてはMgB2 が挙げられるが、この物質
の超伝導秩序変数の対称性は s波であり、バンドが複数あるという情報は物理量には主に和として
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寄与していた。一方、鉄系超伝導体は、もし±s波超伝導が実現しているのであれば、超伝導秩序
変数に内部位相差があるために、それぞれのバンドの寄与は単純な和で書けるとは限らない。ま
た、多くの超伝導体の物理量の記述に成功している準古典近似のマルチバンド系への拡張にも興味
がある。マルチバンド系では準古典近似に基づく理論は現時点で完全ではなく、シングルバンド系
と同じような理論が構築できるかどうかもわからない。そこで、鉄系超伝導体という現実に存在す
る物理系を通してマルチバンド系の準古典近似による記述の試みを行い、マルチバンド系とシング
ルバンド系の違いを明らかにする。

1.7 本論文の構成
本論文は序章を入れて五つの章からなり、主とする章は以下のように四つの論文の内容を含んで

いる。

第２章 核磁気緩和率及び超流動密度の温度依存性の解析：
YN, N. Hayashi, N. Nakai, H. Nakamura, M. Okumura and M. Machida
Nuclear magnetic relaxation and superfluid density in Fe-pnictide superconductors: An
anisotropic ±s-wave scenario
New J. Phys. 10, 103026 (2008).

第３章 マルチバンド超伝導体の界面束縛状態の準古典近似による解析：
YN and N. Hayashi
Surface Bound States in n-band Systems with Quasiclassical Approach
Phys. Rev. B 79, 224508 (2009).

第４章 ±s波超伝導における渦糸コア中での不純物散乱率：
YN and Y. Kato
Impurity Scattering Rate in Vortex Core of Sign-reversing s-wave Superconductors
arXiv:0908.4451

第５章 磁場回転比熱・熱伝導率実験の新しい解析手法の提案：
YN and N. Hayashi
Kramer-Pesch approximation for analyzing field-angle-resolved measurements made in un-
conventional superconductors: A calculation of the zero-energy density of states
Phys. Rev. Lett. 101, 097001 (2008).

第２章では、実験で測定されている核磁気緩和率と超流動密度の温度依存性、特に低温で 1/T1

が T 3 に依存するという実験結果を、±s波超伝導で説明できるかどうかを調べた。その際、黒木
らの有効 5バンド模型 [121]と準古典近似を用いて物理量を計算した。
第３章では、d波超伝導体で実験的にポイントコンタクトスペクトロスコピーで観測されている

ゼロエネルギーコンダクタンスピーク (ZBCP)が、マルチバンド±s波超伝導体では観測できるか
どうかを調べた。その際、界面に関する松本斯波の理論 [131]をマルチバンド系に拡張した準古典
近似的理論を開発し、マルチバンド系での界面束縛状態がどのようなパラメータに敏感に依存する
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かについて調べた。簡単な例として 2バンドモデル、鉄系超伝導体を念頭において有効 5バンドモ
デルの二つのモデルにおいて界面での状態密度を計算した。
第４章では、STM/STSによる準粒子干渉効果の測定実験を念頭において、±s波超伝導体の渦

糸コア中での不純物散乱率を計算した。第二種超伝導体に磁場をかけると超伝導磁束が侵入する。
この磁束まわりには準粒子の束縛状態が生じる。系が十分にクリーンなとき（平均自由行程 lがコ
ヒーレンス長 ξ より長いとき）には、準粒子は不純物によって別の束縛状態へ散乱される。この
準粒子束縛状態を低エネルギー低磁場で有効な解析的手法である Krame-Pesch近似で取り扱い、
Born近似を用いて不純物散乱率を求めた。
第５章では、磁場回転比熱・熱伝導率実験を念頭において、面内で磁場を回転させたときの状態

密度の変化を調べた。その際、磁場は低いとして単一渦糸を仮定し、Kramer-Pesch近似を用いて
状態密度を計算した。そして、他の手法との比較を行い、Kramer-Pesch近似による方法の精度を
調べた。
まとめと今後の展望は、第６章で述べる。
付録は全部で四つある。付録 Aでは、第２章に関係する超伝導状態での核磁気緩和率を導出し、

マルチバンド系とシングルバンド系の 1/T1T の導出を行った。付録 Bでは、第３章で計算した準
古典近似を用いないゼロバイアスコンダクタンスピークの条件式の導出を行った。付録Cでは、第
４章や第５章で用いる準古典近似に関連するいくつかの式の導出を行った。付録 Dでは、渦糸コ
ア近傍で成り立つ近似手法である Kramer-Pesch近似の詳細な導出を行った。
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第2章 鉄砒素系超伝導体の核磁気緩和率及び
超流動密度の温度依存性の解析

2.1 序論
鉄系超伝導体の超伝導秩序変数の対称性を調べるために、まず、バルクの系に着目して研究を

行った。
序章において述べたように、鉄系超伝導体の核磁気緩和率測定の実験結果と超流動密度測定の実

験結果は、互いに矛盾しているように見える。測定された核磁気緩和率 1/T1の温度依存性を見る
と、Tc 直下にコヒーレンスピークがなく、多くの物質で低温で 1/T1 ∝ T 3 に比例していた（序章
参照）。この結果は素朴に考えると、鉄系超伝導体の超伝導ギャップにラインノードが存在すると
いう結論になる。一方、磁場侵入長測定から見積もられた超流動密度の温度依存性の測定では低
温で温度に依存しない振る舞いが見られていた。この結果は、鉄系超伝導体の超伝導ギャップには
ノードがないという結論になる。二種類の実験結果が両方とも正しいのであれば、通常の s波でも
d波でもない、今まで考えられてこなかった超伝導対称性が鉄系超伝導体では実現していることを
示唆している。理論側では、±s波超伝導が鉄系超伝導体の超伝導対称性の候補として挙げられて
いた。この ±s波超伝導というのは、フェルミ面の各場所で超伝導ギャップが開いているという意
味では s波的であるが、異なるフェルミ面間の超伝導秩序変数の位相差 π となっているという超
伝導である。理論側が提唱している ±s波超伝導は、フェルミ面のすべての領域で超伝導ギャップ
が開いているので、超流動密度の低温での温度依存性の振る舞いを説明することができる。また、
核磁気緩和率 1/T1 の Tc 直下にコヒーレンスピークがないことも、その超伝導秩序変数の内部位
相差によって説明することができる。しかしながら、核磁気緩和率 1/T1の低温でのベキ的振る舞
いは、簡単には説明できない。いくつかのグループは、この±s波超伝導を仮定し、不純物効果を
考えることで、核磁気緩和率実験の 1/T1 の Tc 直下にコヒーレンスピークがないということと低
温でべき的になるということを説明できると報告した [107, 108, 109, 132, 133]。これらのグルー
プの一部は、±s波超伝導ではユニタリー極限の不純物散乱に由来する低エネルギー状態がギャッ
プの内側に生じることによって 1/T1が低温でべきになるというシナリオを用いている。なお、ボ
ルン極限の不純物散乱では超伝導ギャップ近傍の状態密度を変更させるだけであり、1/T1 の低温
のべきの起源にはならない [132, 134]。
ある具体的な物質の超伝導状態を調べる為には、その物質の常伝導状態の性質、つまり電子構

造を考慮しなければならない。鉄系超伝導体の電子構造に関する理論は、第一原理計算も含めて
たくさん行われている [121, 135, 136, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148,
149, 150, 151, 152, 153] 。Kurokiらは、鉄原子の 3d軌道に由来する有効 5バンド模型を作ってい
る [121]。ミニマルモデルとして、バンド計算のフェルミ面を再現するように作られたより簡単な
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2バンドモデルも提唱されている [154, 155, 156, 157, 158]。しかしながら、Aritaらは、フェルミ
レベル近傍のバンド分散を正しく記述する為には５つあるいは 4つのバンドが必要であると述べて
いる [159, 160]。また、彼らは乱雑位相近似 (RPA)を用いて感受率を計算した結果、運動量空間で
異方的な ±s波超伝導が鉄系超伝導体の超伝導対称性として有力ではないかと述べている [159]。
この章において、我々は核磁気緩和率と超流動密度の温度依存性を、有効 5バンドモデルを用い

て計算した。その際、異方的±s波超伝導を仮定し、比較的系がきれいであるとして、核磁気緩和
率と超流動密度の温度依存性を矛盾なく説明できる異方性のパラメータを探した。核磁気緩和率の
低温での温度依存性のべきは、実験グループによって異なる主張がされている。もっとも大きな温
度依存性としては、1/T1 のべきが T 6 に比例するという実験の報告もある [161]。したがって、鉄
系超伝導体の普遍的な性質として、「鉄系超伝導体の NMRの低温での 1/T1 のべきは T 3 となる」
をとらえることは問題である。考えなければならないのは、ある物質に着目した際に、その物質
を測定した実験結果を再現できるパラメータが存在するか、存在するのであればどのような値か、
である。1/T1 が T 3 になる物質も T 6 になる物質も、何らかの原因によりそのような温度依存性
になっているのであろうが、まだ不純物の量や組成を系統的に変化させた実験が存在しないので、
共通の機構で低温の振る舞いが決まっていると結論づけることはできない。したがって、我々は、
1/T1の低温でのべきが T 3となるような物質において、異方的±s波超伝導で実験結果を説明でき
るかを試みる。また、異方的±s波超伝導以外のシナリオでも実験結果を説明できるかどうかを調
べるために、第一原理計算を用いたフェルミ面を使っての実験結果の説明を試みた [162]。鉄系超
伝導体の核磁気緩和率の温度依存性に関する普遍的な実験事実は、低温での 1/T1のべきの振る舞
いではなく、1/T1の Tc直下にコヒーレンスピークが無いという事実である。理論側から提唱され
る超伝導対称性は、この実験事実を説明できなくてはならない。
本章は以下のように構成されている。第２節においては、有効 5バンドモデルと仮定するペア関

数を導入する。第３節においては核磁気緩和率の温度依存性について議論し、第４節においては超
流動密度の温度依存性について議論する。そして第５節においては、第３節第４節で決定した異方
性パラメータによる状態密度のエネルギー依存性について議論する。第６節において、第一原理計
算と等方的 ±s波超伝導を組み合わせた計算結果について報告する。第７節はまとめである。

2.2 モデル
鉄砒素系超伝導体を記述するモデルとして、Kurokiらによる有効 5バンドモデル [121]

H0 =
∑
ij

∑
µν

∑
σ

[
t(xi − xj , yi − yj ;µ, ν)c

†
iµσcjνσ + t(xj − xi, yj − yi; ν, µ)c†jνσciµσ

]
+
∑
iµσ

εµniµσ,

(2.1)

を用いる。ここで、c†iµσ はスピン σを持つサイト iにおける µ番目の軌道上の電子を生成する演算
子であり、niνσ = c†iµσciµσ、tはホッピングパラメータである。ホッピングは第五近接まで考慮し、
その値は表 2.1の通りである [121]。また、各軌道のオンサイトのエネルギーは (ε1, ε2, ε3, ε4, ε5) =
(10.75, 10.96, 10.96, 11.12, 10.62)eV である。このモデルのバンド分散とフェルミ面を図 2.1(a)(b)
に示す。フェルミ面は全部で四つあり、(kx, ky) = (0, 0)近傍の二つのホールポケット (α1、α2)と、
(π, 0)(β1)と (0, π)(β2)の近傍の二つの電子ポケットからなる。



2.2. モデル 47

PPPPPPPPP(µ,ν)

[∆x, ∆y]
[1,0] [1,1] [2,0] [2,1] [2,2] σy I σd

(1,1) −0.7 −0.4 0.2 −0.1 + + +
(1,2) −0.8 −(1,3) − −
(1,3) 0.8 −1.5 −0.3 −(1,2) − +
(1,4) 1.7 −0.1 − + +
(1,5) −3.0 −0.2 + + −
(2,2) −2.1 1.5 +(3,3) + +
(2,3) 1.3 0.2 −0.2 + + −
(2,4) 1.7 0.2 +(3,4) − −
(2,5) −2.5 1.4 −(3,5) − +
(3,3) −2.1 3.3 −0.3 0.7 +(2,2) + +
(3,4) 1.7 0.2 0.2 +(2,4) − +
(3,5) 2.5 0.3 −(2,5) − −
(4,4) 1.6 1.2 −0.3 −0.3 −0.3 + + +
(4,5) −0.1 − + −
(5,5) 3.1 −0.7 −0.2 + + +

表 2.1: 0.1eV を単位としたホッピング積分 t(∆x,∆y;µ, ν)。[∆x,∆y] は平面内のホッピン
グベクトル、(µ, ν) はどのような軌道間でのホッピングがあるかを示す。σy、I、σd はそれぞ
れ t(∆x,−∆y;µ, ν)、t(−∆x,−∆y;µ, ν)、t(∆y,∆x;µ, ν) である。ここで、(µ, ν) の列中の ‘±’
と ‘±(µ′, ν′)’ はそれぞれ ±t(∆x,∆y;µ, ν) と ±t(∆x,∆y;µ′, ν′) に対応している。この表は、
t(∆x,∆y;µ, ν) = t(−∆x,−∆y; ν, µ) という関係を利用することで、第五近接までの ≥ 0.01eV
のすべての平面内ホッピングを記述している [121]。
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図 2.2: それぞれのフェルミ面におけるペア関数の模式図。赤円はホール的フェルミ面、緑円は電
子的フェルミ面を表す。斜線領域はそのフェルミ面上での超伝導ギャップの大きさを模式的に示し
ている。
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Aritaらはこの５バンドモデルに対して５バンド RPAの計算を行っている [159]。その結果を図
に示す。彼らの結果は、ペア関数が±s波対称性であり異方的であることを示唆しているように見
える。この結果を我々のフェルミ面で考えると、等方的な s波ペア関数がフェルミ面 α1,2にあり、
異方的な ±s波ペア関数がフェルミ面 β1,2 にあるということになる。また、このフェルミ面 β1,2

上のペア振幅の最大値と最小値の比は 5倍程度である [159]。これらの結果をふまえて、図 2.2の
ような異方的 ±s波ペア関数を仮定する：

∆α1,2,β1,2(k) = ∆0Φα1,2,β1,2(k) tanh(a
√
Tc/T − 1), (2.2)

Φα1,2(k) = −Φa, (2.3)

Φβ1,2(k) =
(1 + Φβmin)

2
± (1 − Φβmin) cos(2φ1,2)

2
. (2.4)

ここで、Φα1(2)(k)と Φβ1(2)(k) はそれぞれフェルミ面 α1(α2)上と β1(β2) 上でのペア振幅である。
ギャップの温度依存性を表す式 (2.2) は、aを a = 1.74とすれば BCSの温度依存性をよく再現す
る。φ1,φ2 はそれぞれ、(π, 0)方向から測った (kx, ky) = (π, 0)と (0, π)まわりでの角度である。
ギャップの異方性を表すパラメータ Φβmin は 0 ≤ Φβmin ≤ 1が変域である。もし Φβmin が大きく
なると、異方性は小さくなる。−Φaの符号は αフェルミ面と βフェルミ面上ペア関数の相対位相
を表している。もし Φa が正 (負)ならば、ペアリングは ±s波 (s波)となる。
我々は、フェルミ面 α1,2 上のペア関数は常に等方的であり、フェルミ面 β1,2 上のペア関数は異

方的であると仮定している。フェルミ面 α1,2 上のペア振幅の大きさは ∆0|Φa|であり、フェルミ
面 β1,2上のペア振幅の最大値（最小値）は∆0 (∆0Φβmin)である。Aritaらの RPAの計算結果を
これらのパラメータで表現すると Φa ∼ 0.2、Φβmin ∼ 0.2と見積もることができる。我々は Φa,、
Φβmin、∆0/Tc をパラメータとして考えて核磁気緩和率 1/T1や超流動密度 ρxxを計算することに
なる。計算するペア関数は以下の四つに分類される：

• 等方的 s波 (Φa < 0, Φβmin = 1)

• 異方的 s波 (Φa < 0, Φβmin 6= 1)

• 等方的 ±s波 (Φa > 0, Φβmin = 1)

• 異方的 ±s波 (Φa > 0, Φβmin 6= 1)

なお、Knight-shiftの測定からスピン三重項の可能性は排除されているので [73]、我々はスピン一
重項超伝導を考える。

2.3 核磁気緩和率の温度依存性
鉄砒素系超伝導体は、超伝導ギャップのオーダーは数meVから十数meV程度、フェルミエネル

ギーのオーダーが 1eV程度であるので、EF � ∆とみなすことができ、準古典近似を用いること
ができる。準古典近似はフェルミ面直上の情報のみを取り扱う近似であるため、マルチバンド系の
核磁気緩和率もシングルバンド系の核磁気緩和率と同様に導出することができる（付録 A参照）。
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準古典近似における核磁気緩和率 1/T1T は、

T1(Tc)Tc

T1(T )T
=

1
4T

∫ ∞

−∞

dω

cosh2(ω/2T )
W (ω) (2.5)

W (ω) =
〈
a22
↓↓(kF, ω)

〉
FS

〈
a11
↑↑(kF,−ω)

〉
FS

−
〈
a21
↓↑(kF, ω)

〉
FS

〈
a12
↑↓(kF,−ω)

〉
FS
. (2.6)

≡WGG(ω) +WFF (ω). (2.7)

と書くことができる。ここで

a11
↑↑(kF, ω) =

1
2

[
g↑↑(kF, iωn → ω + iη) − g↑↑(kF, iωn → ω − iη)

]
, (2.8)

a22
↓↓(kF, ω) =

1
2

[
ḡ↓↓(kF, iωn → ω + iη) − ḡ↓↓(kF, iωn → ω − iη)

]
, (2.9)

a12
↑↓(kF, ω) =

i

2

[
f↑↓(kF, iωn → ω + iη) − f↑↓(kF, iωn → ω − iη)

]
, (2.10)

a21
↓↑(kF, ω) =

i

2

[
f̄↓↑(kF, iωn → ω + iη) − f̄↓↑(kF, iωn → ω − iη)

]
, (2.11)

であり、各項に含まれる準古典 Green関数は

g↑↑(kF, iωn) = ḡ↓↓(kF, iωn) =
ωn√

ω2
n + |∆(kF)|2

, (2.12)

f↑↓(kF, iωn) =
∆(kF)√

ω2
n + |∆(kF)|2

, (2.13)

f̄↓↑(kF, iωn) =
∆∗(kF)√

ω2
n + |∆(kF)|2

. (2.14)

と書ける。ブラケット 〈· · · 〉FS はフェルミ面平均：

〈
· · ·
〉
FS

=

∑
i=α1,α2,β1.β2

∫
· · · dSF,i∣∣vF(kF)

∣∣∑
i=α1,α2,β1.β2

∫
dSF,i∣∣vF(kF)

∣∣ , (2.15)

を意味している。dSF,i はバンド iが作るフェルミ面の面積素である。ωn = πT (2n+ 1)はフェル
ミオンの松原周波数である。ここでは、h̄ = kB = 1である単位系を用いている。また、smearing
factor は 0.1Tc 程度と仮定する1。ペアリングの 結合の強さを表すパラメータ 2∆0/Tc は、BCS
の値 3.53 に近い値として 2∆0/Tc = 4 と仮定する。我々の表式において、コヒーレンス因子は
1 +WFF /WGGと書ける。WFF はコヒーレンス効果を表す項である。もし d波超伝導であればこ
の項はゼロになる。
まず始めに、通常の（符号反転のない）s波超伝導 (Φa < 0)を考える。等方的 s波超伝導 (Φa =

−1,Φβmin = 1)と異方的 s波超伝導 (Φa = −1,Φβmin = 0.2) の場合の核磁気緩和率の温度依存性
を図 2.3に示す。どちらの場合も、WFF がゼロではないために Tc直下にコヒーレンスピークが存
在している。ゆえに、これらのペア関数は実験を説明できない。

1 平均自由行程 l は l/ξ0 = π∆0/2η である。この平均自由行程は、l = vF τ の τ と vF に、 散乱確率 η と緩和時間 τ
の関係 η = 1/2τ と 絶対零度でのコヒーレンス長 ξ0 の表式 ξ0 = vF /π∆0 から求めた。今回の計算で用いたパラメータ
η = 0.1Tc、2∆0/Tc = 4 のとき、平均自由行程は l ≈ 30ξ0 と見積もられる。したがって、この系は clean な系に近い。
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図 2.3: ５バンドモデルでの核磁気緩和率 1/T1T の温度依存性（赤丸）。(a)等方的 s波 (Φa = −1,
Φβmin = 1)と (b)異方的 s波 (Φa = −1, Φβmin = 0.2)。2∆0/Tc = 4、スメアリング因子 η = 0.1Tc。
緑四角は状態密度と関係するWGGの寄与を、青三角はコヒーレンス効果と関係するWFF を表し
ている。
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WFF を表している。
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次に、±s波超伝導を考える (Φa > 0)。図 2.4(a)(b)はそれぞれ等方的±s波 (Φa = 1,Φβmin = 1)
と異方的 ±s波 (Φa = 0.2,Φβmin = 0.2)の場合の核磁気緩和率の温度依存性である。ここで用い
た異方性は Aritaらの RPA計算の結果 [159]をもとにした。どちらのケースでも、Tc 直下でのコ
ヒーレンスピークは小さい。これは、WFF がほとんどゼロだからである。一般的に、WFF がゼロ
になるかどうかは、それぞれのフェルミ面上での状態密度の差などに依る。今回用いた 5バンド
モデルにおいては、ホール的フェルミ面 α1,2と電子的フェルミ面 β1,2 の状態密度の差はほとんど
ない。その結果、それぞれのフェルミ面上で符号が変化するような±s波においては、フェルミ面
平均をとるとWFF がほとんどゼロになるのである。Tc 直下のコヒーレンスピークが無いという
点ではこれらの±s波超伝導は実験結果を説明していると言えるが、低温での振る舞いは実験とは
異なっている。等方的±s波では、低温ではベキ的減少ではなく指数関数的減少となっており異な
る。Φa = 0.2,Φβmin = 0.2 である異方的 ±s波では、上に凸の関数となっており異なる。
我々はもっとも実験を再現するペア関数を、Φaと Φβminをパラメータとして振ることで求めた

い。「実験を再現する」という条件は、具体的には

• Tc 直下のコヒーレンスピークがない

• 低温で 1/T1T がベキ的（1/T1T ∝ T 2）振る舞いをする

という条件である。図 2.5に、様々な試行ペア関数による 1/T1T の温度依存性をプロットした。ま
ず最初に、図 2.5(a)のように、βフェルミ面の超伝導ギャップの異方性をΦβmin と固定して、αフェ
ルミ面の超伝導ギャップの大きさを変化させた。Φaを Φa = 0.2から大きくしていくと、図 2.5(a)
の傾きで示されるべきの指数が実験結果のべきの指数（∼ 2）に近づいていくのがわかる。このパ
ラメータ領域でもっとも実験結果に近いべきになるのは、Φa = 1のときである。次に、Φa = 1と
固定したときに、βフェルミ面の超伝導ギャップの異方性を弱めていく (Φβminを増やしていく) こ
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とで得られる結果を 2.5(b)に示す。その結果、実験結果に最も近い値は Φβmin = 0.25となった。
これは β フェルミ面での超伝導ギャップの最大値が最小値の 4倍であることを意味する。
得られたパラメータ（Φa = 1,Φβmin = 0.25）による我々の計算結果と、LaFeAsO0.6 の 75As-

NQR測定結果の比較を図 2.6 に示した。図 2.6を見ればわかるように、低温でのべき的振る舞い
1/T1 ∝ T 3も含めて我々の用いた異方的±s波超伝導ペア関数は実験結果をよく再現していること
がわかる。

2.4 超流動密度の温度依存性
次に、上で得られた異方的 ±s波ペア関数が超流動密度の温度依存性を説明できるかを調べる。

超流動密度 ρxx は

ρxx

ρ0
=

2πT〈{
vFx(kF)

}2
〉

FS

∑
ωn>0

〈{
vFx(kF)

}2∣∣∆(kF)
∣∣2(

ω2
n +

∣∣∆(kF)
∣∣2)3/2

〉
FS

,

(2.16)

と書ける [163, 164]。ここで、ρ0 は絶対零度における超流動密度であり、vFx は (π, 0)方向のフェ
ルミ速度の要素である。
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図 2.7: 異方的 ±s 波ペア関数 (Φa = 1, Φβmin = 0.25) を仮定した時の超流動密度 ρxx の温
度依存性。2∆0/Tc = 4 (赤丸), 5 (緑四角)。点線は、等方的 s 波ペア関数のときの超流動密度
ρxx(T )(2∆0/Tc = 4)。ρ0 は T = 0での超流動密度。

図 2.7に示すように、異方的 ±s波ペア関数 (Φa = 1, Φβmin = 0.25)の超流動密度 ρxx(T )は低
温領域では温度に依存しない。2∆0/Tcの値を大きくしていくと、等方的 s波の場合に近づいてい
く。以上から、異方的 ±s波ペア関数は実験で得られる超流動密度のフルギャップ的振る舞いを説
明できる [74, 75, 76, 77, 78, 79]。この結果とは対照的に、d波のようなノードを持つペア関数の場
合には、絶対零度近傍では超流動密度は強い温度依存性を持つことが一般的に知られている。

2.5 状態密度
得られた異方的 ±s波ペア関数 (Φa = 1, Φβmin = 0.25, 2∆0/Tc = 4) 状態密度のエネルギー依

存性を図 2.8に示す。この状態密度は

N s(E) = NnRe
〈
g↑↑(iωn → E + iη)

〉
FS

(2.17)

から計算される。ここで、Nnはフェルミレベルにおける常伝導状態の状態密度であり、g↑↑は式 (2.12)
で定義されたものである。状態密度には、|E| < Φβmin∆0 = 2ΦβminTc = 0.5Tc (Φβmin∆0はフェルミ
面 β1,2における最小のギャップ)の領域にギャップが開いている。このような状態密度を考えていたの
で、超流動密度は低温で温度依存しなかったのである。一方、Φβmin∆0(= 0.5Tc) < |E| < ∆0(= 2Tc)
の領域では、状態密度はエネルギーに対してリニアになっている。その結果、核磁気緩和率はライ
ンノードライクな振る舞いをしたのである。状態密度は |E| = 2Tc = ∆0 のギャップ端においてシ
ングルピーク構造を持っている。これは、フェルミ面 α1,2 と β1,2 上の超伝導ギャップの最大値が
等しい (Φa = 1)からである2 。
加えて、図 2.8に示されているように、異方的±s波ペア関数の状態密度はエネルギーに対して

単調増加関数である (|E| < ∆0)。一方、ユニタリー散乱に起因した状態密度や複数ギャップが開い
2 フェルミ面 α1,2 と β1,2 上の超伝導ギャップの最大値はそれぞれ ∆0|Φa| と ∆0 で表されている。
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図 2.8: T = 0における異方的 ±s波ペア関数 (Φa = 1, Φβmin = 0.25, 2∆0/Tc = 4) の状態密度の
エネルギー依存性。Nnはフェルミレベルにおける常伝導状態の状態密度。緑の点線はスメアリン
グ因子 η = 0.1Tc、赤線は 0.01Tc 。

た状態密度の場合には、非単調関数となる [132, 134]。この違いのどちらが正しいは、STM/STS
などのスペクトルスコピーの実験によって確認されるであろう。

2.6 その他のシナリオ
この節では、異方的 ±s超伝導以外で実験結果を説明するモデルについて述べる [162]。
異方的±s波超伝導は確かにNMRの 1/T1や超流動密度の実験結果を説明することができるが、

122系の ARPESの実験結果では、超伝導ギャップは運動量空間で等方的に開いていると報告され
ている [35, 37]（図 1.18, 1.19, 1.20）。この食い違いを我々のモデルの範囲内で説明するのは難し
い。しかし、我々の用いた有効 5バンドモデルが対象としている 1111系と 122系で超伝導状態の
性質にどの程度違いがあるかはまだわかっておらず、超伝導ギャップが運動量空間で等方的に開い
ているのは 122系だけという可能性もある。そこで、異方的 ±s波超伝導以外で NMRの 1/T1 と
超流動密度の温度依存性を矛盾なく説明できるシナリオがあるかどうかを、調べる必要がある。ま
た、有効 5バンドモデルは比較的二次元的である 1111系を対象としており、122系での有効モデ
ルは３次元 10バンドモデルになってしまい [165]、物理量を計算するのは難しい。

1111系、122系のそれぞれの物性を反映させた物理量を計算する為には、第一原理計算によっ
て得られたバンド分散とフェルミ面を用いればよい。本章で用いた準古典近似を使えば、第一原理
計算に基づいたフェルミ面を使っても現実的な時間内で計算を行うことができる。実際、以前我々
は YNi2B2Cにおいて磁場回転状態密度を計算している [166]。
得られた結果を図 2.9,2.10に示す。使っている超伝導ギャップは５種類であり、各フェルミ面上

では等方的に開いているがそれぞれのフェルミ面上での大きさは異なっているもの（等方的±s波
超伝導）を考えている。1111系、122系それぞれで二種類 (CaseL1,CaseL2,CaseB1,CaseB2)の超
伝導ギャップの比の組を用いた。1111系においては、図 2.9(c)(d)に示すように、あるフェルミ面
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図 2.9: (a)LaFeAsOの第一原理計算によるバンド図。(b)フェルミ面。(c),(d)超伝導ギャップの
温度依存性。(e)T1 以下の比熱の温度依存性。(f)1/T1 の温度依存性 [162]。
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図 2.10: (a)BaFe2As2の第一原理計算によるバンド図。(b)フェルミ面。(c),(d)超伝導ギャップの
温度依存性。(c)は ARPESの実験結果 [47]から得られた超伝導ギャップの比をもとにしている。
(e)T1 以下の比熱の温度依存性。(f)1/T1 の温度依存性 [162]。



58 第 2章 鉄砒素系超伝導体の核磁気緩和率及び超流動密度の温度依存性の解析

が非常に小さな超伝導ギャップを持つと仮定することで、1/T1 の低温と転移温度近傍の振る舞い
を説明することができている。一方、122系では、図 2.10(c)に示すように、Case B1において、
ARPESで得られている超伝導ギャップの比（Γ点近傍の内側のフェルミ面と X点のフェルミ面の
超伝導ギャップの大きさが等しく、Γ点近傍の外側のフェルミ面の超伝導ギャップの大きさが内側
のギャップの大きさの半分 [47]）の情報を入れて計算し、1/T1の振る舞いを説明することができて
いる。
これらの計算結果は、低温での 1/T1 がベキ的になるために小さなギャップを導入している。本

章で我々が提唱した異方的 ±s波超伝導では、低温での 1/T1 の温度依存性を説明する為にギャッ
プの小さい領域を導入している。つまり、運動量空間中の場所がどこであるにせよ、フェルミ面上
のある場所では超伝導ギャップが他の場所よりも小さくなっていなければ低温での振る舞いは説明
できない、ということである。この意味で、二つのシナリオは同じ結論に達している。このどちら
のシナリオがより正しいかは、やはり STM/STS実験などのスペクトロスコピー測定によって明
らかにされるであろう。

2.7 まとめ
我々は有効 5バンドモデルを用いて、核磁気緩和率 1/T1と超流動密度 ρxxの温度依存性を計算

した。そして、NMRの 1/T1 が Tc 直下でコヒーレンスピークを持たず、低温で 1/T1 ∝ T 3 とな
ることと、超流動密度が低温でフラットになることは、異方的±s波超伝導シナリオによって説明
できることを示した。
我々のシナリオは Parkerら [107]やChubukovら [108]や BandとChoi[132, 133]の理論と、±s

波超伝導を仮定しているという意味で似ている。しかしながら、彼らの理論は不純物散乱が本質的
であるという意味では我々の理論とは異なる。彼らの理論では不純物散乱率の大きさが我々の理論
よりも大きく仮定されており、実験結果を説明する為にユニタリー極限の不純物散乱やボルン極限
とユニタリー極限の間の領域の不純物散乱を考えたりしている。一方、我々は、比較的クリーンな
系を考えており、またユニタリー極限や有限の phase shiftが起こるような不純物散乱は考えてい
ない。他の違いとしては、Bandと Choiの論文では [133] 2∆0/Tc ≈ 7.5という非常に大きな値を
仮定してフィッティングを行っているが、我々は 2∆0/Tc ≈ 4を仮定して実験を説明している。
最後に、他のシナリオでの実験結果の説明が可能かどうかを調べる為に、異方的±s波超伝導シ

ナリオではない、比較的小さな超伝導ギャップを持つフェルミ面がある等方的±s波シナリオによっ
て実験結果を説明することを試みた。その結果、第一原理計算によって得られたフェルミ面を使っ
た等方的±s波モデルでも、核磁気緩和率の温度依存性の振る舞いを説明することができることが
わかった。これら二つのシナリオから言えるのは、運動量空間中の場所がどこであるにせよフェル
ミ面上のある場所では超伝導ギャップが他の場所よりも小さくなっていなければ、低温での振る舞
いは説明できないということである。
他のグループの結果も含め、様々なシナリオによって NMRの 1/T1の温度依存性は説明を試み

られている。実際に鉄系超伝導体でどのような超伝導対称性が実現しどのシナリオがより正しいか
は、STM/STS等のスペクトルスコピー測定によって明らかになるであろう。
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第3章 マルチバンド超伝導体の界面束縛状態
の準古典近似による解析

3.1 序論
前章では、核磁気緩和率 1/T1や超流動密度などのバルクな系での物理量について議論した。本

章では、界面が存在する系について議論する。
鉄系超伝導体の超伝導対称性が±s波かどうかを実験的に検出することは非常に重要である。±s

波超伝導は、運動量空間の異なるフェルミ面上の超伝導秩序変数の相対的な位相差が π である超
伝導である。バルクな系では、この相対的な内部位相差を検出することは難しい。このような内部
位相差を検出する方法は、銅酸化物超伝導体の界面や接合の研究を通して理解されてきた。界面や
接合において、準粒子が散乱により超伝導秩序変数が異なる状態に変化したとき、界面や接合に
は Andreev束縛状態が形成される [167, 168, 169]。Andreev束縛状態を通じて超伝導体の相対位
相を検出できることから、界面や接合における理論的研究が鉄系超伝導体においても行われている
[170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177, 178]。ゼロエネルギーでのAndreev束縛状態は、トンネル
スペクトロスコピー実験において、ゼロバイアスコンダクタンスピーク (ZBCP)として鉄系超伝
導体でも観測されている（図 3.1）[179, 180, 181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188] 。
鉄系超伝導体は、いままでにはあまり無かったマルチバンド性が重要な非従来型超伝導体である

という意味でも、興味深い。マルチバンド性を持つ超伝導体としては、MgB2が挙げられるが、こ
の物質は従来型 s波超伝導体であると考えられている。鉄系超伝導体のフェルミ面は鉄の 3d軌道
が混成してできたバンドからできており、Kurokiらは LaOFeAsの第一原理計算の結果から鉄の
3d軌道の自由度を抜き出すことで有効 5バンドモデルを構築している [121]。
本章の目的は、マルチバンド超伝導体の界面束縛状態を取り扱うための理論を構築することにあ

る。銅酸化物超伝導体のようなシングルバンド系での界面束縛状態を取り扱うための理論は、松本
と斯波が開発している [131]。我々はこの松本斯波の理論をマルチバンド系に拡張する。鉄系超伝
導体でも ∆/EF � 1が成り立つので（前章参照）、我々は準古典的方法を使うことができる。こ
の方法を使うと、我々はフェルミ面直上の準粒子のみを考えればよい事になる。さらに、準古典的
方法は通常の計算方法よりも一つの積分を解析的に実行している分計算時間がかからない。そのた
め、界面角度依存性などを簡単に調べることができる。我々は、マルチバンド超伝導体における、
±s波や d波などの様々な対称性に適用できる一般的な ZBCPの出現条件を探す。開発した手法を
用いて、簡単な例として 2バンドモデル、実際の鉄系超伝導体のモデルとして有効 5バンドモデル
のもと界面での状態密度を計算する。
本章の構成を以下に述べる。第２節では、準古典近似的方法を用いた我々の手法について述べ

る。我々はフェルミ波数の逆数程度の細かい振動を除去することで Green関数の簡潔な表現を得
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図 3.1: Yatesらがまとめた、ポイントコンタクトスペクトロスコピー (PCAR)と STMの実験結
果 [179, 180, 181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188]。表中の青字の文献番号は Yatesらの論文の
文献番号であり、本論文の文献番号とは異なる。
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図 3.2: 鏡面的界面の模式図。

る。第３節では、この手法を用いて導出したマルチバンド超伝導体における ZBCPの出現条件に
ついて述べる。第４節では、簡単な例として２バンドモデルの結果を述べ、第３節で解析的に導出
した ZBCPの出現条件が正しいことを示す。第５節では、実際の 1111系を念頭において有効 5バ
ンドモデルを使った計算の結果について示す。第６節と第７節では議論とまとめを行う。

3.2 界面束縛状態の理論の構築
3.2.1 界面のモデル
シングルバンド超伝導においては松本斯波の理論 [131]が存在する。彼らは、d波超伝導におけ

るゼロバイアスコンダクタンスピークについて議論した。我々は松本斯波の理論をマルチバンド超
伝導への拡張を行うことにする。なお、1原子当たり n個の原子軌道を持つ格子系を n軌道系と呼
ぶことにする。
簡単のため二次元超伝導体に鏡面的な界面が接合されている系を考える。ここで考える鏡面的な

界面とは、図 3.2のような、界面に平行な方向の準粒子運動量が保存する散乱のみが起こる界面で
ある。松本斯波の論文にならい [131]、このような界面を作るポテンシャルとして時間反転対称性
をもつポテンシャル V :

V̌ (r) = U(r)τ̌3 (3.1)

を導入する。ここで、τ̌i (i = 1, 2, 3) は南部空間におけるパウリ行列であり、r = (x, y)は実空間
の座標である。また、hat âは orbital spaceでの n× nの行列を意味し、check ǎは 2 × 2の南部
空間と n× nの orbital spaceからなる 2n× 2n の行列を意味することにする。
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界面が存在する場合の Green関数を考える。導入したポテンシャルの効果は Green関数には

Ǧ(r, r′) = Ǧ0(r, r′) +
∫
dr′′Ǧ0(r, r′′)U(r′′)τ̌3Ǧ(r′′, r). (3.2)

という形で入る。ここで、Ǧ0 は無摂動Green関数であり、ポテンシャル U が入っていないときの
Green関数を意味する。x軸に平行な界面を図 3.2)のように x = 0に置き、そのポテンシャルは
デルタ関数で表される:

U(r) = U0δ(x) (3.3)

とする。このとき、y方向に存在する並進対称性を利用して yに関して式 (3.2)をフーリエ変換す
ると

Ǧ(x, ky, x
′, k′y) = 2πδ(ky − k′y)Ǧ(x, x′, ky), (3.4)

Ǧ(x, x′, ky) = Ǧ0(x, x′, ky) + Ǧ0(x, 0, ky)U0τ̌3(1 − Ǧ0(0, 0, ky)U0τ̌3)−1Ǧ0(0, x′, ky). (3.5)

となる1。さらに、松本斯波の方法にならい、U0 → ∞の極限をとることによって、界面を表現す
ることにする2。このとき、Green関数は

Ǧ(x, x′, ky) = Ǧ0(x, x′, ky) + ǦP (x, x′, ky), (3.6)

となる。ここで、摂動 Green関数 ǦP を

ǦP (x, x′, ky) ≡ −Ǧ0(x, 0, ky)Ǧ0(0, 0, ky)−1Ǧ0(0, x′, ky). (3.7)

と定義した。y方向に運動量 ky を持つ準粒子の場所 xにおける状態密度N(x, ky)は、遅延Green
関数：

ĜR(x, x, ky) = Ĝ(x, x, ky)|iωm→E+iη. (3.8)

を用いて

N(x, ky) = − 1
π

Im [Tr ĜR(x, x, ky)], (3.9)

と書ける。ここで、ωmはフェルミオンの松原振動数であり、ηは無限小の正数である。式 (3.7)か
ら、状態密度が大きな値を取るのは Ǧ0(0, 0, ky)の行列式が小さくなるときであることがわかる。
無摂動 Green関数 ǦR

0 (x, x′, ky)は

ǦR
0 (x, x′, ky) =

1
2π

∫
dkxe

ikx(x−x′)ǦR
0 (kx, ky), (3.10)

とフーリエ変換することができ、ǦR
0 (kx, ky)は、基底として原子軌道を用いた「軌道表示」の 2n×2n

行列のハミルトニアン:

Ȟo
N ≡

(
Ĥo ∆̂o

∆̂o† −Ĥo

)
, (3.11)

1ここで、h̄ = 1 とし、r と k は無次元であるとした。
2U0 が有限の場合の理論は柏谷-田仲のレビューに詳しい [169]。U0 が有限である場合と今回のような場合において、束

縛状態が現れるか否かという点では定性的に同じ結果を与える。
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を用いて

ǦR
0 (kx, ky) = (E − Ȟo

N(kx, ky))−1. (3.12)

と書くことができる。以後、上添字の oは orbitalの基底で表された行列を意味する。なお、Ĥoは
orbital spaceでの n× n行列によって表現された常伝導状態のハミルトニアンであり、∆̂oは同じ
く orbtal spaceでの超伝導秩序変数である。

3.2.2 軌道表示とバンド表示
式 (3.10)のフーリエ変換は、Green関数がフェルミ面近傍で局在するため計算が行いにくい。そ

のため、シングルバンド超伝導体を対象とした松本斯波の論文では、準古典近似的な精神で積分を
手で行った。マルチバンド超伝導体においても、同様に準古典近似的な精神で式 (3.10)の積分を
手で行いたい。しかし、マルチバンド系では軌道の自由度があるためにそのままでは松本斯波の理
論が適用できない。そこで、「バンド表示」を用いて計算の見通しをよくすることを考える。
「バンド表示」の n× n行列のハミルトニアンを

Ĥb(kx, ky) ≡ P̂−1(kx, ky)Ĥo(kx, ky)P̂ (kx, ky), (3.13)

=


λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn

 . (3.14)

と定義する。ここで、λi (i = 1, 2, · · · , n)は軌道表示のハミルトニアン Ĥoの固有値であり、P̂ は
固有ベクトルからなるユニタリー行列である。λi > λj (i < j) が満たされているとする。このバ
ンド表示での 2n× 2n行列の南部空間でのハミルトニアンは

Ǔ(kx, ky) ≡

(
P̂ (kx, ky) 0

0 P̂ (kx, ky)

)
, (3.15)

∆̂b ≡ P̂−1∆̂oP̂ . (3.16)

を用いて

Ȟb
N(kx, ky) ≡ Ǔ−1(kx, ky)Ȟo

N(kx, ky)Ǔ(kx, ky), (3.17)

=

(
Ĥb ∆̂b

∆̂b† −Ĥb

)
, (3.18)

と書き表すことができる。一般に、∆̂bはバンド間ペアリングに起因する非対角要素を持つ行列で
ある。我々は、バンド内ペアリングが主要な寄与をしているとしてこの行列 ∆̂b が

∆̂b ≈


∆1 0 0

0
. . . 0

0 0 ∆n

 . (3.19)
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のように書けていると仮定する。この仮定は各フェルミ面では単一のペアポテンシャルのみが定義
されていることを意味する。また、∆i は i番目のバンドのペアポテンシャルである。式 (3.12)に
式 (4.6) を代入すると、Green関数 ǦR

0 (kx, ky)は

ǦR
0 (kx, ky) = Ǔ(E − Ȟb)−1Ǔ−1. (3.20)

と書ける。式 (3.19)の仮定のもとでは、(E − Ȟb)−1 は簡単に計算することができて、

ǦR
0 (kx, ky) = Ǔ

(
Â+ B̂

B̂† Â−

)
Ǔ−1, (3.21)

となる。ここで、A± や B は

Â± =


E±λ1

−|∆1|2+E2−λ2
1

0 0

0
. . . 0

0 0 E±λn

−|∆n|2+E2−λ2
n

 , (3.22)

B̂ =


∆1

−|∆1|2+E2−λ2
1

0 0

0
. . . 0

0 0 ∆n

−|∆n|2+E2−λ2
n

 . (3.23)

と定義した。さらに、式 (3.21)はハミルトニアンの固有ベクトルからなる行列M

[M̂i]jk = [P̂ ]ji[P̂ ]∗ki. (3.24)

を用いれば

ǦR
0 (kx, ky) =

∑
i

Ǧi(kx, ky), (3.25)

Ǧi ≡ 1
−|∆i|2 + E2 − λ2

i

(
(E + λi)M̂i ∆iM̂i

∆∗
i M̂i (E − λi)M̂i

)
,

(3.26)

と書くことができる。式 (3.25) は各バンド上で定義される Green関数の和によって表現されてい
るので、式 (3.10)より ǦR

0 (x, x′, ky)は

ǦR
0 (x, x′, ky) =

∑
i

1
2π

∫
dkxe

ikx(x−x′)Ǧi(kx, ky). (3.27)

と表現される。この表現を用いることによって、各バンドを独立に扱うことができ、独立に kx積
分ができるようになった。

3.2.3 準古典的アプローチ
次に、式の ky 積分を準古典的精神を用いて実行することにする。準古典近似は、|∆i| � EFと

いう関係が満たされていると仮定したもとでの近似である。この関係は、鉄系超伝導体や従来型超
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図 3.3: ky を固定した時のバンド分散の kx 依存性の模式図。

伝導体など多くの系で成り立っている。シングルバンド系においては、|∆i| � EFが成り立ってい
る状況では、Green関数がフェルミ面近傍で強く局在していた。そのため、Green関数以外の関数
はフェルミ面近傍では Green関数に比べてゆっくりと変化しているので、その k依存性を落とし
k = kF の値に置き換えることができた。
マルチバンド系では、フェルミ面を構成しているバンドとそうでないバンドが存在している。い

ま、我々は kx積分を実行する方法を考えているので、kyを固定して考える。運動量空間において、
ky を固定した直線を考える。この直線上において、n本のバンドを二つのグループ：

• 固有エネルギー λi(kx, ky)がフェルミレベルを横切るバンド（図 3.3の i = 1と 2）

• 固有エネルギー λi(kx, ky)がフェルミレベルを横切らないバンド（図 3.3の i = 3）

にわける。前者のグループでは、準古典近似的なアプローチを用いて Ǧi(kx, ky)の kx積分を実行
することができる。なぜなら、Ǧi(kx, ky)はフェルミレベル近傍で局在した関数だからである。後
者のグループでは、Ǧi(kx, ky)の kx 積分は数値的に実行しなければならない。しかし、Green関
数はフェルミレベルを横切らないため滑らかな関数となっており、数値積分は容易に実行できる。
前者のグループに属するバンド上の Green関数 Ǧi(kx, ky)を準古典近似的アプローチで積分を

行う。バンドごとのGreen関数を定義することができたおかげで、松本斯波の方法と同様の方法で
積分を実行することができる。シングルバンド系との違いは、固有ベクトルの積からなる行列M

が存在していることだけである。この行列M もGreen関数と比べてゆっくりと変動しているとす
れば、M i(kx, ky)をM i(ki

Fx, ky)のように置き換えることができ、準古典的な近似をそのまま使う
ことができる。
まず、ky を固定した直線上のあるバンドを、図 3.3のようにいくつかの領域にわける。それぞれ

の領域は、固有エネルギーがフェルミエネルギーを満たす点 (λi = EF)を必ず一つだけ含むように
わける。この点は散乱の一つのチャンネルを意味している。また、lはチャンネルインデックスで
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あり、kは lの最大値である。i番目のバンドの kx 積分を∫
dkx ∼

k∑
l=1

∫ ∞

−∞

dλi

vi(λi)
. (3.28)

と近似する。kx(λi)を λi の関数として λi = EF の周りで一次で近似：

kx(λi) = kFx + λi/vFx (3.29)

すると、留数定理を用いて

1
2π

∫
dkxe

ikx(x−x′)Ǧi(kx, ky) = −i
k∑

l=1

ǦF
i,l(k

i,l
Fx), (3.30)

のように積分を実行することができる。ここで、

ǦF
i,l(k

i,l
Fx) ≡ eiki,l

Fx(x−x′)e
i|x−x′|

√
E2−|∆i|2

|vi,l
Fx

|

2|vi,l
Fx|
√
E2 − |∆i|2

F̌ (ki,l
Fx), (3.31)

F̌ (ki,l
Fx) ≡

(
f+(ki,l

Fx)M̂i(k
i,l
Fx) ∆i(kl

Fx)M̂i(k
i,l
Fx)

∆i(k
i,l
Fx)M̂i(ki.l

Fx) f−(ki,l
Fx)M̂i(k

i,l
Fx)

)
,

(3.32)

f±(ki,l
Fx) ≡ E ± sgn (x− x′)sgn (vi,l

Fx)
√
E2 − |∆i|2,

(3.33)

であり、kl
Fxと vl

Fxは l番目のチャンネルにおけるフェルミ波数とフェルミ速度である。上式を用
いることによって、式 (3.2.3)は

ǦR
0 (x, x′, ky) = −i

∑
i∈Q

k∑
l=1

ǦF
i,l(x, x

′, ki,l
Fx) +

∑
i/∈Q

1
2π

∫
dkxe

ikx(x−x′)Ǧi(kx, ky),

(3.34)

と書き換えることができる。このとき、集合 Qの要素は、ある ky を固定して kx を変化させたと
きにエネルギー分散がフェルミレベルを横切るバンドの番号である。また、超伝導秩序変数はフェ
ルミレベル近傍にのみ有限の値を持つとして、フェルミ面を横切らないバンド (i /∈ Q) においては
∆i/∈Q = 0と仮定した。式 (3.34)の右辺第二項は無視することができないことに注意しなければな
らない。なぜなら、この項を除いて ǦR

0 (0, 0, ky)−1を計算すると人工的な発散が生じてしまうから
である。

3.2.4 フェルミ波数程度の振動の除去
準古典近似が成り立つ状況 (|∆i| � EF)においては、kFξ � 1が成り立っている。ここで、ξは

コヒーレンス長である。準古典近似が成り立つこの状況下においては、フェルミ波長 1/kFで特徴
づけられる短い振動は除去することができる。
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式 (3.34)は

Ǩi∈Q(kx, ky) ≡ −i
k∑
l

GF
i,l(x, x

′, kx)δ(kx − ki,l
Fx), (3.35)

Ǩi/∈Q(kx, ky) ≡ 1
2π
Ǧi(kx, ky). (3.36)

を用いると

ǦR
0 (x, x′, ky) =

∑
i

∫
dkxǨi(kx, ky)eikx(x−x′), (3.37)

となる。したがって、式 (3.7)の摂動 Green関数 ǦP (x, x′, ky)は

ǦR
P (x, x′, ky) = −

∑
i,i′′

∫
dkxdk

′′
xe

i(kxx−k′′
x x′)Ǩi(kx, ky)ǦR

0 (0, 0, ky)−1Ǩi′′(k′′x , ky). (3.38)

と書くことができる。短周期の振動は exp[i(kxx− k′′xx
′)]の因子が原因なので、この振動の包絡線

を取れば (exp[i(kxx− k′′xx
′)] → 1)よい。その結果、摂動 Green関数は

ǦR
P (x, x′, ky) = −

∑
i

∫
dkxǨi(kx, ky)ǦR

0 (0, 0, ky)−1
∑
i′′

∫
dk′′xǨi′′(k′′x , ky). (3.39)

となる。よって、上式が発散するとき (Andreev束縛状態が出現するとき) は、det ǦR
0 (0, 0, ky) = 0

となって ǦR
0 (0, 0, ky)−1 が発散するときであることがわかる。

3.3 ゼロバイアスコンダクタンスピーク (ZBCP)の出現条件
つぎに、nバンド系でのエネルギーがゼロのときに束縛状態が出現する条件を考える。この束縛

状態によるピークをゼロバイアスコンダクタンスピーク (ZBCP)と呼ぶ。
フェルミレベルを通るバンド (i ∈ Q)では、ゼロエネルギーでの式 (C.39)の ǦF

i,l(x = 0, x′ =
0, kl,i

Fx)は

ǦF
i,l(k

i,l
Fx) =

sgn (∆i)

2|vi,l
Fx|

(
0 M̂i(k

i,l
Fx)

M̂i(ki.l
Fx) 0

)
. (3.40)

となり、フェルミレベルを通らないバンド (i /∈ Q)では式 (3.26)は

Ǧi =
1

−λ2
i

(
λiM̂i 0

0 −λiM̂i

)
, (3.41)

となる。ここで、超伝導秩序変数はフェルミレベル近傍にのみ値があるとして、i /∈ Qを満たす iでの
超伝導秩序変数はゼロ (∆i = 0)とおいた。これら二つの式を式 (3.34)に代入し、det ǦR

0 (0, 0, ky) = 0
を計算すると、ZBCPの出現条件：

det

(
−Î L̂

L̂ Î

)
= 0, (3.42)
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が得られる。ここで、

L̂ ≡ −i
∑
i∈Q

∑
l

sgn (∆i(k
i,l
Fx))

2|vi,l
Fx|

M̂i(k
i,l
Fx), (3.43)

Î ≡
∑
i/∈Q

1
2π

∫
dkx

λi(kx)
M̂i(kx). (3.44)

である。
式 (3.43)は、ZBCPの出現条件は超伝導ギャップの異方性によらず、その符号のみによっているこ

とを意味している。なぜならば、式 (3.43)において、超伝導ギャップの情報というのは sgn(∆i(k
i,l
Fx))

という形でのみ含まれているからである。また、ZBCPの出現条件にとっては M̂i, v
i,l
Fx などの項

がより重要であることから、これらの結果は、ZBCPの出現条件は超伝導状態の情報ではなく常
伝導状態の情報によっていることを意味している。

3.4 簡単な例：２バンドモデル
3.4.1 モデル
簡単な例として、２バンド超伝導体における状態密度を計算する。考えるモデルは、正方格子上

の二次元２バンド強束縛モデルである。一つの格子点には二つの軌道があるとする。このとき、軌
道表示の常伝導状態のハミルトニアンは 2 × 2の行列形式：

Ĥo =

(
−t cos(ka) − µ 2t′ sin(ka) sin(kb)

2t′ sin(ka) sin(kb) −t cos(kb) − µ

)
, (3.45)

で表される。ここで、kaと kbは運動量空間での結晶軸に固定された座標、µは化学ポテンシャル、
tと t′ はそれぞれ軌道内、軌道外ホッピングの強さである。この節では、格子定数 aを 1とする。
このハミルトニアンを対角化する基底を選ぶとバンド表示になる。バンド表示での常伝導状態のハ
ミルトニアン Ĥb は

Ĥb = P̂−1ĤoP̂ =

(
λA 0
0 λB

)
. (3.46)

と書ける。ここで、λA(B)は A(B)バンド上でのエネルギー分散である。系のフェルミ面の例を図
3.4に示した。フェルミ面はハーフフィリングに近い状況では二つの部分からなる。
我々は２バンド s波超伝導体を考えるとする。このときのペアポテンシャルはバンド表示では

∆̂b =

(
∆A 0
0 ∆B

)
. (3.47)

と対角的になっているとする。ここで、∆A(B) は A(B)バンド上でのペアポテンシャルである。
次に、結晶軸に固定された座標系 (ka,kb)を(

ka

kb

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
kx

ky

)
. (3.48)
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(a)

π

0

-π
π0-π

k b

ka (b)

π
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-π
π0-π

ka

図 3.4: ２バンドモデルでのフェルミ面 (a)ハーフフィリング (µ = 0)、t′ = 0.1t. (b) µ = 0.2t、
t′ = 0.2t.

のように、界面に沿った方向を x軸とした座標系 (kx,ky)と関連づける。ここで、θは ka と kxの
角度である。したがって、もし [110]界面 を考えたければ、θ = π/4とすればよい。
鏡面的界面においては、散乱の前にある運動量 ky を持っている準粒子は、散乱の後も運動量 ky

を持つ。よって、全ての散乱プロセスを考える為には、同じ kyを持つすべてのフェルミ面上の準粒
子を考えなければならない。そのためには、界面を基準とした座標系 (kx, ky)においてブリルアン
ゾーンを考えた方がわかりやすい。結晶軸を基準とした座標系 (ka, kb)で全ての散乱プロセスを考
えようとすると、数え落としが生じる可能性がある。たとえば、結晶軸を基準とした座標系 (ka, kb)
で描かれたブリルアンゾーンである図 3.4(a)では、[110]界面 (θ = π/4)の π

√
2/4 < ky < π

√
2/2

の領域3は内側のフェルミ面 (赤点)内でのみ散乱が起きているように見える。しかし、[110]界面
においては、図 3.5のように、外側のフェルミ面も散乱の終状態になりうる。

[110]界面を持つハーフフィリングの系では、式 (3.34)の第二項は消える。なぜなら、図 3.5を
見ればわかるように、Aバンドからなるフェルミ面も B バンドからなるフェルミ面も同じ大きさ
であり、どんな ky に固定しても一つのバンドがフェルミレベルを横切れば他のバンドも横切る形
になっているからである。この状況では、式 (3.44)の Î はゼロである。ゆえに、ZBCPの出現条
件式 (3.42) は

det L̂ = 0. (3.49)

とシンプルな形に書くことができる。

3.4.2 解析計算による結果
[110]界面を持つハーフフィリングの系

この小節では、[110]界面 (θ = π/4)を持つハーフフィリングの系は軌道間ホッピング t′ がどん
な強さでも ZBCPが常に生じることを解析的に示す。

3ky 軸は図 3.4(a) では (ka, kb) = (−1, 1) の向きを向いている。
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図 3.5: フェルミ面 (µ = 0 and t′ = 0.1t)と ky を固定したときの kx の直線。

運動量空間で ka = (kx − ky)/
√

2 = nπあるいは kb = (kx + ky)/
√

2 = nπ を満たす直線上では、
常伝導状態のハミルトニアン Ĥo を対角化するユニタリー行列 P̂ は

P̂ (ky) =



(
1 0
0 1

)
, kx − ky = neπ, or kx + ky = neπ,

(
0 1
1 0

)
, kx − ky = neπ, or kx + ky = neπ,

(3.50)

のように書くことができる。ここで、ne(o)は偶数 (奇数)である。これらの行列 P̂ (ky)を式 (3.43)
に代入することで、行列 L̂は

L̂ ∝ sgn (∆A) + sgn (∆B)
|vFx|

(
1 0
0 1

)
. (3.51)

と書けることがわかる。ゆえに、ka = (kx − ky)/
√

2 = nπあるいは kb = (kx + ky)/
√

2 = nπが
満たされた直線上においての ZBCPの出現条件式 (3.49)は

sgn (∆A) + sgn (∆B) = 0, (3.52)

となる。この出現条件式は、符号反転 s波 (±s波)超伝導であれば常に満たされている。±s波超伝
導とは、それぞれのフェルミ面上では s波超伝導ギャップを持っているがその相対位相が πとなっ
ている超伝導である [120, 121, 110, 133, 159, 189, 109, 191, 190, 192, 193]。以上から、n = 0で
ある ka = 0あるいは kb = 0 の直線とフェルミ面が交わる運動量空間中の点において、ZBCPが
生じる。



3.4. 簡単な例：２バンドモデル 71

[110]界面を持つ軌道間ホッピングがない t′/t = 0系の場合

軌道間ホッピングがない t′/t = 0場合、[110]界面を持つ系において ZBCPが常に生じることを
解析的に示す。
t′/t = 0の系では、ユニタリー行列 P̂ は

P̂ (ky) =



(
1 0
0 1

)
, kxky > 0,

(
0 1
1 0

)
, kxky < 0.

(3.53)

と書くことができる。これらのユニタリー行列を使って前小節の式 (3.50)と同様に議論すると、
ZBCPの出現条件は前小節と同じ式 (3.52)となる。

[110]界面を持ち軌道間ホッピングがない t′/t = 0ハーフフィリングの系の場合

最後に、準古典近似を使った場合と使わなかった場合の ZBCPの出現条件の違いを議論する。付
録に示したように、ハーフフィリングで t′ = 0の系であれば準古典近似なしでも ZBCPの出現条
件を求めることができる。
準古典近似なしでの ZBCPの出現条件 (ky > 0)は

∆ab = 0, (3.54)

I1 = 0 or I2 = 0, (3.55)

I1,2 =
ln
(

(sin(±ky/
√

2)+
√

1+|∆A/t|2)2

(sin(±ky/
√

2)−
√

1+|∆A/t|2)2

)
2
√

1 + |∆A/t|2
−

ln
(

(sin(±ky/
√

2)+
√

1+|∆B/t|2)2

(sin(±ky/
√

2)−
√

1+|∆B/t|2)2

)
2
√

1 + |∆B/t|2
, (3.56)

∆ab = −π

(
sgn (∆B/t)√
1 + |∆A/t|2

+
sgn (∆B/t)√
1 + |∆B/t|2

)
. (3.57)

と書ける。ここで、簡単のためペアポテンシャル∆A、∆B は kに依らないと仮定した。上の条件
式は、ZBCPの出現条件はそれぞれのバンドでのペアポテンシャルの大きさ |∆A|、|∆B | によるこ
とを意味している。この結果は準古典近似の条件式 (3.52)とは異なる。ただし、 |∆A,B/t| � 1の
極限を取った場合、条件式 (3.56) (3.57)は準古典近似の条件式 (3.52)と一致する。したがって、準
古典近似の結果と非準古典近似の結果が一致するこの極限 |∆A,B |/t� 1が、準古典近似の適用条
件であることが予想できる。

3.4.3 数値計算による結果
界面での状態密度は、式 (3.9)を用いて

N(E) =
1
2π

∫
dkyN(x = 0, ky). (3.58)
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図 3.6: 様々な角度の界面における状態密度のエネルギー依存性。各バンド上でのペアポテンシャ
ルはそれぞれ ∆A = ∆ = 0.001t、∆B = −∆A。(a)ハーフフィリング (µ = 0) 、(b)µ = 0.2t。軌
道間ホッピングの強さは t′ = 0.1t、スメアリングファクターは η = 0.1∆とした。

となる。この節では、±s波超伝導体を仮定し [120, 121, 110, 133, 159, 189, 109, 191, 190, 192, 193]
数値的に状態密度を計算する。

界面角度 θ依存性

界面の角度 θを変化させたときの状態密度のエネルギー依存性を図 3.6、図 3.7に示す。これら
の図から、Andreev束縛状態のピークの位置が界面角度 θ に依っていることがわかる。また、図
3.6と図 3.7では各バンド上の超伝導ギャップの大きさの比が異なっているにも関わらず、Andreev
束縛状態のピークの位置は変化していない。これはピークの位置はペアポテンシャルの大きさに依
らないことを示唆している。

軌道間ホッピング t′ の強さ依存性

次に、軌道間ホッピング t′ の強さ依存性を調べる。ここで、[110]界面 (θ = π/4)を考える。図
3.8(a)を見ればわかるように、ハーフフィリング (µ = 0)においては軌道間ホッピングの強さに依
らず ZBCPは生じる。ハーフフィリングがずれると (µ = 0.2t)、図 3.8(b)のように、軌道間ホッ
ピングがゼロ (t′ = 0)である系でのみ ZBCPは生じる。これらの結果は、解析的な計算により得
られた ZBCPの出現条件式 (3.52)が正しいことを示唆している。

3.5 5バンドモデルによる計算結果
次に、Kuroki らの 5 バンドモデルを用いて界面状態密度の界面角度依存性を計算する [194]。

Kuroki らの 5 バンドモデルに関しては、前章にて述べたのでここでは割愛する。フェルミエネ
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図 3.7: 様々な角度の界面における状態密度のエネルギー依存性。各バンド上でのペアポテンシャ
ルはそれぞれ ∆A = ∆ = 0.001t、∆B = −0.5∆A。(a)ハーフフィリング (µ = 0) 、(b)µ = 0.2t。
軌道間ホッピングの強さは t′ = 0.1t、スメアリングファクターは η = 0.1∆とした。
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図 3.8: 軌道間ホッピングの強さ t′を変化させた時の [110]界面における状態密度のエネルギー依
存性。各バンド上でのペアポテンシャルはそれぞれ ∆A = ∆ = 0.001t、∆B = −∆A。(a)ハーフ
フィリング (µ = 0) 、(b)µ = 0.2t。スメアリングファクターは η = 0.1∆とした。
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図 3.9: EF = 10.94eVのときのフェルミ面。

ルギーが EF = 10.97eV、EF = 10.94eV である二種類の系を考える。フェルミエネルギーが
EF = 10.97eVの系は、前章で核磁気緩和率や超流動密度を計算した系と全く同じであり、フェル
ミ面は図 2.1である。フェルミエネルギーが EF = 10.94eVの系のフェルミ面を図 3.9 に示す。見
て分かるように、(π, π)の位置に EF = 10.97の系にはなかったフェルミ面が生じている。これは、
フェルミエネルギーが下がったために、フェルミエネルギー下に存在したホール的バンドが顔をだ
したことに対応している。
図 3.10と図 3.11にそれぞれの界面状態密度のエネルギー依存性を示す。図 3.10の左と右は、等

方的 ±s波超伝導の場合と異方的 ±s波超伝導の場合のそれぞれの結果である。左右の結果を見比
べてわかることは、どの角度の界面においても、ピークの位置がどちらも同じであるということで
ある。これは、界面束縛状態のピークの位置は超伝導ギャップの異方性に依らないことを示唆して
おり、前節で解析的に示した「ZBCPの位置がギャップの異方性に依らない」という結果が有限エ
ネルギーの束縛状態にも適応できることを意味している。次に、同じ等方的±s波超伝導であるが
フェルミエネルギーが異なる場合の計算結果である図 3.10左と図 3.11を比較する。この場合は、
[210]界面の結果である緑四角の結果を見比べればわかるように、ピーク位置が両者で異なってい
る。図 3.10左では [210]界面では有限エネルギーにピークがあるが、図 3.11ではエネルギーがゼ
ロのところにピークがある。この結果は、ZBCPの出現条件式 (3.42)が常伝導状態の性質に依っ
ていることとコンシステントである。
界面に生じる状態密度のピークはAndreev束縛状態の形成により生じているので、超伝導ギャッ

プに符号変化がない通常の s波のような場合にはギャップの内側にはピークは出現しない。逆に言
えば、ギャップの内側に何らかのピークが実験的に観測されたとすれば、それは ±s波超伝導の証
拠のひとつになるであろう。
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図 3.10: 5バンドモデルでの界面状態密度の界面角度依存性 [194]。左：等方的 ±s波。右：前章
で得た異方的 ±s波 [110]。スメアリング因子 η = 0.05∆、フェルミエネルギー EF = 10.97eV。∆
は超伝導ギャップの最大値。

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5  2

N
s/

N
0

E/∆

[100]
[110]
[210]
[310]
[410]

図 3.11: 5バンドモデルでの界面状態密度の界面角度依存性 [194]。等方的±s波超伝導。η = 0.05∆、
EF = 10.94eV。
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3.6 議論
3.6.1 利点
我々が開発した準古典的近似を用いた手法の主な長所は、簡単に状態密度の界面角度依存性を調

べられる点と、複数バンド系においても計算機時間が他の手法と比べてかからなく済むという点で
ある。
通常、強束縛模型などの格子点の模型を考える場合には界面としてのポテンシャル障壁をどのよ

うに導入するかという問題がある。結晶軸に対して平行ではない界面を導入する場合、離散的な格
子点で形成されたギザギザな界面を導入することになる。このとき、最近接よりも遠いホッピング
を持つ系を考えると、ポテンシャルが一層では足りなくなり、多層のポテンシャルを入れるなどの
配慮が必要になると言われている [173]。一方、我々の準古典近似的手法では、フェルミ波数の逆
数、つまり格子点程度の振動をすべてならしてしまっている。これは、特徴的な長さスケールが超
伝導ギャップのコヒーレンス長になっていることを意味しており、この長さスケールでは界面とし
てのポテンシャルは十分に滑らかであり、連続系と考えてよい。

3.6.2 バンド対角の仮定について
我々は、ペアポテンシャルはバンド表示において対角的になっており、非対角要素は存在しない

と仮定している。この仮定は、バンド間でCooperペアが形成されないということを意味している。
もし、異なるバンド上の電子がCooperペアを形成すると、Cooperペアは重心運動量を持つ。大抵
の超伝導体の場合、重心運動量を持つ Cooperペアはバルクの系ではエネルギー的に許されない。

3.6.3 他の論文との比較
大成らは、松本斯波の方法をベースとして準古典近似を使わずに界面Andreev束縛状態を計算し

ている [173]。彼らの計算は、我々と同じ 2バンドモデルを用いた場合、Andreev束縛状態のピー
ク位置は超伝導ギャップの大きさの比に依り、ZBCPはハーフフィリングで常に生じるわけではな
い、ということを示している。この結果は、我々の準古典近似による結果と異なっており矛盾が生
じているように思える。しかし、彼らの計算と我々の計算では用いているパラメータが異なってお
り、そのパラメータの違いが結果の相違を生んでいる可能性がある。我々の論文と彼らの論文の中
でのパラメータの違いとして、ホッピングに対してのペアポテンシャルの大きさの違いがある。彼
らは論文中でペアポテンシャルの大きさを∆ ∼ 0.1t としている。このパラメータ領域は、我々の
使っている準古典近似が成り立つ条件 (∆/t � 1)から外れている可能性がある。また、我々が準
古典近似を使わないで t′ = 0のときに導出した ZBCPの出現条件式 (3.56) を見ると、ZBCPはそ
れぞれの超伝導ギャップの大きさに依っていることがわかる。そして、この式 (3.56) は ∆/t � 1
の極限で準古典近似の条件式 (3.52)に一致する。以上から、大成らの結果と我々の結果との違い
は、系が準古典近似領域に入っているか入っていないかの違いではないかと考えられる。
鉄系超伝導体において、Kurokiらの 5バンド強束縛モデルのホッピングパラメータの値は表 2.1

より最大値は 300meV程度であり、バンド幅は図 2.1(a)より 2～3eVである。一方、超伝導ギャッ
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プの大きさのオーダーは第１章で述べたように、ARPES等から 10meV程度である。したがって、
準古典近似が成り立つ条件 (∆/t� 1)は鉄系超伝導体では満たされていると我々は考えている。
我々の導出した界面束縛状態の理論は、d波対称性も含めた一般的なマルチバンド超伝導体にお

いて適用できる理論である。ZBCPの出現条件は式 (3.42)で与えられる。たとえば、簡単な例と
してとりあげた２バンドモデルにおいて、ハーフフィリングで [110]界面の場合を考える。このと
き、式 (3.42)は

sgn (∆A1) + sgn (∆A2) + sgn (∆B1) + sgn (∆B2) = 0 (3.59)

と書ける。ここで∆A1と∆A2は図 3.5中の内側の赤線で示されているフェルミ面上でのペアポテ
ンシャルであり、∆B1と∆B2は図 3.5中の外側の緑線で示されているフェルミ面上でのペアポテ
ンシャルである。もし、2バンドの d波超伝導体であれば、∆A1 = −∆A2かつ∆B1 = −∆B2 が成
り立ち、条件式を満たして ZBCPが生じる。もし内側の赤線で示されたフェルミ面しか持たない
シングルバンド超伝導体の場合、ZBCP出現の条件式は

sgn (∆A1) + sgn (∆A2) = 0 (3.60)

となる。この式は、界面での散乱プロセス A1 ↔ A2において超伝導秩序変数の位相が π変わると
きに ZBCPが生じるということを意味しており、d波超伝導体の界面問題を論じた論文の結果と
等価である [167, 168, 169, 131]。

3.7 まとめ
我々は、松本と斯波によるシングルバンド系の界面束縛状態の理論 [131]を nバンド系へと拡張

した。我々は準古典的近似を用いることで、マルチバンド系の無摂動 Green関数を界面に垂直な
運動量 kxで積分する方法を開発した。そして、準古典条件∆/EF � 1が成り立つマルチバンド系
における界面に ZBCPが出現する条件を導出し、その条件式は超伝導秩序変数の大きさに依存せ
ず相対的な位相差にのみ依存することを見いだした。
我々は今回開発した手法を用いて、簡単な例として 2バンドモデルと 1111系を念頭においた系

として有効 5バンドモデルの両方の場合での界面での状態密度のエネルギー依存性を計算した。そ
の結果、どのエネルギーで状態密度のピークが出るか (Andreev束縛状態がどのエネルギーに出現
するか) は、界面の角度と常伝導状態の性質に依存しており、超伝導状態の超伝導ギャップの異方
性にはほとんど依らないことがわかった。この結論は、±s波超伝導体でのトンネルスペクトロス
コピー実験の結果は、物質の組成やドープ量に依存して非常に複雑になるであろうことを示唆して
いる。ただし、超伝導ギャップのエネルギーの内側に状態が存在するのであれば、それが運動量空
間中の超伝導秩序変数分布に何らかの位相変化があることを示唆していることは、シングルバンド
系と変わらない。よって、鉄系超伝導体のトンネルスペクトロスコピー実験の結果超伝導ギャップ
の内側にピークが生じており、それが実験グループに依らず存在するのであれば、±s波超伝導の
証拠の一つとなりうるだろう。
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第4章 ±s波超伝導体における渦糸コア中で
の不純物散乱率

4.1 序論
本章では、±s波超伝導体に特徴的な超伝導秩序変数の位相分布を実験的に導出する方法として、

STM/STS実験による準粒子干渉効果に着目することにする。
以前の章において何度も述べているように、鉄系超伝導体が±s波超伝導体であることを確かめ

るには、フェルミ面間で超伝導秩序変数の符号が異なることを実験的に検出できなくてはならな
い。超伝導秩序変数の符号が変化していることを検出する為には、何らかの手段で準粒子が異なる
符号のフェルミ面へ散乱されなければならない。前章では、この符号の変化をとらえる為に散乱体
として界面を導入し、そこに生じるAndreev束縛状態の有無について調べた。Andreev束縛状態は
磁場を印加したときに第二種超伝導体に侵入する渦糸の周りにも形成される [195, 196, 197, 198]。
この束縛状態はCaroli-deGennes-Matricon modeとも呼ばれる [195]。フルギャップ超伝導体では、
低エネルギー領域では準粒子はこの Andreev束縛状態に起因したものしかおらず、渦糸近傍にの
み存在する。そこで、超伝導秩序変数の符号の変化をとらえる為に散乱体として不純物を導入し、
その不純物が Andreev束縛状態にどのような影響を与えるかを調べることは有意義である。
不純物散乱が超伝導秩序変数の位相に敏感であるということは、銅酸化物超伝導体の STM/STS

測定での準粒子干渉効果 (QPI)として実験的にもわかっている [199, 200, 201, 202, 203, 204] 。た
とえば、花栗らは、Ca2−xNaxCuO2Cl2 において、QPIパターンの磁場依存性から d波超伝導の
コヒーレンス因子を検出している [203]。d波超伝導体であれば、図 4.1左のように、フェルミ面上
のある場所から他の場所へ散乱されるプロセスは、散乱前後で超伝導秩序変数の符号が変化する過
程と変化しない過程の二種類である。磁場をかけて超伝導渦糸を系に導入すると、超伝導ギャップ
の空間変動が起きて準粒子が散乱される。この超伝導ギャップの非一様性による準粒子散乱は、散
乱前後で超伝導秩序変数の符号が変化しない場合に強く、変化すると弱い [205, 206, 207, 208]。彼
らは、この系に新しい散乱体として渦糸を導入することによって QPIパターンがどのように変化
するかを観測し、超伝導体のコヒーレンス因子を特定した。したがって、鉄系超伝導体においても
STM/STSで得られる QPIパターンを解析すれば ±s波超伝導のコヒーレンス因子を検出できる
かもしれない [209]。ただし、鉄系超伝導体が銅酸化物超伝導体と異なり超伝導ギャップが完全に
開いているとすれば、無磁場の場合には通常の不純物散乱が起きず、得られる QPIパターンの物
理的解釈は慎重に行わなければならない。

QPIパターンに関する実験では、準粒子の不純物散乱率が磁場を入れた場合と入れていない場
合でどう変化するかという情報が、超伝導対称性を同定する為に必要である。もし、鉄系超伝導体
の超伝導対称性が ±s波であるとすれば、磁場がかかっていないときはギャップ以下のエネルギー
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|Z(q, E, B = 0)| from |Z(q, E, B)|. The corre-

sponding difference map is shown in Fig. 3A

for B = 11 T. The q points can be classified into

two groups: for q1, q4, and q5 the intensity is field-

enhanced, whereas for q2, q3, q6, and q7 the

intensity is depressed. These two groups are the

sign-preserving and sign-reversing q points dis-

cussed earlier, and their selective enhancement

and suppression imply the activation of coher-

ence factors C(ki, kf) induced by vortices.

The spatial resolution of SI-STM allows us

to spatially resolve the origin of the q-selective

enhancement and suppression of the QPI sig-

nal and thereby to examine its relationship with

the location of the vortices. For this purpose,

we restricted the field of view to the vicinity of

vortices (as indicated by the “vortex region”

inside the blue lines in Fig. 3B) or to regions

far from vortices (as indicated by the “matrix

region” inside the red lines in Fig. 3B) and per-

formed Fourier analyses separately for each re-

gion (fig. S2). As shown in Fig. 3,C and D, the

enhanced sign-preserving QPI signals are concen-

trated in the vortex region, indicating that this

signal is associated with quasi-particle scatter-

ing effects induced by vortices. By contrast,

the suppressed sign-reversing QPI signals are

apparently weak near vortices but are distrib-

uted throughout the matrix region far from the

vortices.

We note as an aside that the enhanced sign-

preserving q points q1 and q5 are very close to

those q vectors that characterize the checkerboard

electronic modulation observed in the vicinity

of vortices in Bi2Sr2CaCu2Oy (18, 19). Various

charge- and spin-density-wave scenarios have

been advanced to account for the vortex checker-

board modulation (18, 19). The field-enhanced

sign-preserving q values offer an alternate per-

spective on the origin of the vortex checker-

board; QPI may participate in the checkerboard

formation with (or without) the possible elec-

tronic orders. Further studies of the relation be-

tween QPI and vortex checkerboard are needed

to elucidate the electronic structure of vortices in

high-Tc cuprates.

To account for the reduction of the scatter-

ing at the sign-reversing vectors q2, q3, q6, and

q7 in the matrix region, we postulate the Doppler

shift of quasi-particle energies induced by the

superflow around vortices (15). The Doppler shift

in the quasi-particle energies deforms the banana-

shaped contours of constant energy by an amount

proportional to the superfluid velocity. This has

the effect of smearing the quasi-particle interfer-

ence peaks, reducing their amplitude. This effect

may have no momentum selectivity and will tend

to uniformly depress the scattering at all octet

momenta. We hypothesize that this effect is un-

able to completely mask out the strong enhance-

ment effects induced by the vortices, so that the

smearing effect is only observed at the sign-

reversing momenta. A similar scenario has also

been proposed by Pereg-Barnea and Franz (14).

Lastly, we examine the B dependence of Fermi

surface topology and SC gap dispersion D(k)

by analyzing the E dependence of |Z(q, E, B)|.

As shown in Fig. 4A, the Fermi surface dis-

plays no measurable B dependence up to 11 T

as expected, because the corresponding Zeeman

energy to B is negligibly small (<1 meV) com-

pared with the hopping amplitude (~0.1 eV). On

the other hand, D(k) shows a small but distinct

field dependence (Fig. 4B). At B = 0, a linear

extrapolation of D(k) from high E does not

intercept the node at qk = 45°, where qk is a

Fermi surface angle around (p, p), and there is

an apparent gapless region around the node. This

gapless region expands in a field, indicating that

zero-energy quasi-particles are generated by in-

troducing vortices. In accordance with this inter-

pretation, the observed DOS at the Fermi energy,

given by the average value of g(r, E = 0), increases

(Fig. 4C) (20) and is seen to follow a BlogB be-

havior (21), as expected in a dirty d-wave super-

Fig. 3. Magnetic-field-
induced weight transfer
in |Z(q, E)| at E = 4.4 meV.
(A) The difference map
|Z(q, E, B)| – |Z(q, E, B =
0)| for B = 11 T (namely,
difference between Fig. 2I
and Fig. 2G). Intensities
of sign-preserving q points
are field-enhanced, where-
as those of sign-reversing
ones are field-suppressed.
(B) Vortex image repro-
duced from Fig. 1C show-
ing the restricted field
of views. Blue and red
lines surround vortex and
matrix regions, respective-
ly (fig. S2). Magnetic-field-
induced weight transfers
are deduced separately for
vortex and matrix regions
as shown in (C) and (D),
respectively. Intensities are normalized according to the area. Enhancement of sign-preserving scatterings at
q1, q4, and q5 is remarkable near the vortices, whereas it is weak in the matrix region.

C Vortex region
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Fig. 4. Magnetic-field B effects on the electronic states of in Ca2–xNaxCuO2Cl2
(x ~ 0.14 and Tc ~ 28 K). (A) Loci of octet ends of constant energy contours at
different B representing the underlying Fermi surface. Four independent q4(E) =
[T2kx(E), 2ky(E)], [2ky(E), T2kx(E)] were used for analysis. No measurable B-
induced change is found in the Fermi surface. (B) B-induced renormalization of
the d-wave SC gap dispersion. B enlarges the apparent gapless region around

the gap node, whereas the dispersion at higher energy is relatively insensitive to
B. (C) Tunneling spectra averaged over the field of view. Gaplike feature below
about 10 meV gets shallower and DOS at Fermi energy (E = 0) increases with
increasing B. Spectrum at 2 T was averaged in the slightly different field of view
for other fields. (D) The B dependence of spatially averaged g(r, E = 0). Blue
line denotes BlogB behavior expected in a dirty d-wave superconductor.

www.sciencemag.org SCIENCE VOL 323 13 FEBRUARY 2009 925

REPORTS

 o
n

 J
u

ly
 1

2
, 
2

0
0

9
 

w
w

w
.s

c
ie

n
c
e

m
a

g
.o

rg
D

o
w

n
lo

a
d

e
d

 f
ro

m
 

図 4.1: 銅酸化物超伝導体Ca2−xNaxCuO2Cl2におけるQPIパターン。左：散乱の種類。右：QPI
パターンの磁場依存性。

を持つ状態はなく、磁場をかけると渦糸近傍に形成される Andreev束縛状態由来の低エネルギー
束縛状態がギャップ以下に現れるはずである。したがって、STM/STS測定から得られる QPIパ
ターンには、Andreev束縛状態に由来するコヒーレンス効果が含まれているはずであり、考慮しな
ければならない。しかしながら、鉄系超伝導体の QPIパターンの以前の理論的研究では、この効
果は考慮されていない [209]。また、前述したように無磁場でのQPIパターンの起源に関しては慎
重な議論が必要である。磁場を印加して Andreev束縛状態が形成された場合、準粒子の散乱はこ
の Andreev束縛状態間の散乱となり、扱いやすい。
渦糸コア中の Andreev束縛状態の不純物散乱率は、s波とカイラル p波超伝導体の場合におい

ては、準古典近似 [210, 211]による解析的理論で研究されてきた [212, 213, 214]。これらの解析的
理論による結果は、自己無撞着ボルン近似を使った数値計算結果 [215, 216] と定性的に一致する
ことが確認されている。また、渦糸コアの Andreev束縛状態を解析的に扱う近似手法はもともと
Kramerと Peschがきれいな超伝導体で成り立つように作った手法 [196]を、不純物がある場合に
拡張したものである。そこで我々は、渦糸コア中の Andreev束縛状態の不純物散乱率を解析的に
取り扱うこの方法を、Kramer-Pesch近似 (KPA)と呼ぶことにする。
鉄系超伝導体のフェルミ面は複数のバンドからなる。したがって本来ならばマルチバンド性を

きちんと取り入れなければならない。しかしながら、前章で示したように、同じフェルミ面内で
Cooperペアが組まれているとすれば、準古典近似のGreen関数は各バンドごとに独立に定義する
ことができる。このとき、各バンドごとに定義された準古典 Green関数が従う運動方程式である
Eilenberger方程式をKPAで解くことができれば、我々はシングルバンド超伝導体で Born散乱を
扱った文献 [212, 213]が用いた手法をマルチバンド系に拡張することができる。
本章の目的は、準古典近似を用いて、二次元マルチバンド超伝導体の渦糸コア中での不純物散乱

の振る舞いを明らかにすることである。特に、±s波超伝導という従来全く考慮されてこなかった超
伝導対称性を仮定したとき、不純物散乱率がどのようになるのかを調べる。我々は、Kramer-Pesch
近似を用いて、始状態 kから終状態 k′へと不純物によって散乱された準粒子の不純物散乱率 Γk,k′

の表式を得る。そして、散乱前後で超伝導秩序変数の符号が変わらない場合 (符号保存散乱)と変
わる場合 (符号反転散乱) で不純物散乱率がどう変化するかを調べる。
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本章の構成について以下に述べる。第２節では、マルチバンド超伝導体に対するボルン近似と
準古典近似について述べる。バンド間の Cooperペアリングだけを仮定することで、シングルバ
ンド系とほとんど同じやり方でマルチバンド系のボルン近似を考えることができる。第３節では、
Kramer-Pesch近似による単一渦糸コア中の不純物自己エネルギーを導出する。また得られた自己
エネルギーの表式を用いて、渦糸コア中での不純物散乱率 Γk,k′ の解析的表式を導出する。第４節
では、結果について述べる。我々はまず、符号保存散乱と符号反転散乱の両方の場合について、コ
ヒーレンス効果の散乱角度依存性について議論する。その後、等方的 s波、d波、等方的 ±s波の
各超伝導対称性の場合に、不純物散乱率の q ≡ k′ − k依存性がどうなるかを、簡単な鉄系超伝導
体を念頭においたモデルを使って調べる。第５節はまとめである。

4.2 Born近似と準古典的アプローチ
4.2.1 軌道表示とバンド表示
二次元的な超伝導体を考えることにする。また、結晶の単位胞あたり n個の原子軌道を持つ n

軌道系を考える。このとき、ハミルトニアンとして

H =
∑

k,σ,µ,ν

εk,µ,νc
†
kµσck,νσ +

∑
k,µ,ν

∆k,µ,νc
†
kµ↑c

†
−kν↓ + h.c., (4.1)

を導入する。ここで、c†kµσ は、µ番目の軌道上のスピン σ運動量 k を持つ電子を生成（消滅）さ
せる演算子である。このハミルトニアンを 2n× 2nの南部空間と軌道空間の行列表示にすると

Ȟo
N(kx, ky) =

(
Ĥo(kx, ky) ∆̂o(kx, ky)
∆̂o†(kx, ky) −Ĥo(kx, ky)

)
, (4.2)

と書ける。この「軌道表示」は結晶の単位胞の原子軌道を基底としている。ここで、Ĥoは軌道空
間での n× n 行列の常伝導状態のハミルトニアンであり、∆̂oは超伝導秩序変数である。以後、添
字「o」は原子軌道を基底とした行列を意味することとし、hat âは軌道空間の自由度を持つ n× n

行列、check ǎは南部空間と軌道空間の自由度を持つ 2n× 2n行列を意味することとする。軌道表
示における 2n× 2n行列の無摂動 Green関数は

Ǧo
0(kx, ky; iωn) = [iωn1̌ − Ȟo

N(kx, ky)]−1. (4.3)

と定義される。ここで、ωn はフェルミオンの松原周波数である。
次に、「バンド表示」の n× n行列のハミルトニアンを

Ĥb(kx, ky) ≡ P̂−1(kx, ky)Ĥo(kx, ky)P̂ (kx, ky), (4.4)

=


λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn

 . (4.5)
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と定義して導入する。ここで λi (i = 1, 2, · · · , n)は i番目に大きな固有値であり、P̂ はハミルトニ
アン Ĥo(kx, ky)の固有ベクトルからなるユニタリー行列である。この「バンド表示」での南部空
間を含めた 2n× 2n行列のハミルトニアンは

Ȟb
N(kx, ky) ≡ Ǔ−1(kx, ky)Ȟo

N(kx, ky)Ǔ(kx, ky), (4.6)

=

(
Ĥb ∆̂b

∆̂b† −Ĥb

)
, (4.7)

と与えられる。ここで、

Ǔ(kx, ky) ≡

(
P̂ (kx, ky) 0

0 P̂ (kx, ky)

)
, (4.8)

∆̂b ≡ P̂−1∆̂oP̂ . (4.9)

である。よって、バンド表示での 2n× 2n行列の無摂動 Green関数は

Ǧb
0(kx, ky; iωn) = Ǔ(kx, ky)−1Ǧo

0(kx, ky; iωn)Ǔ(kx, ky). (4.10)

となる。一般的には、∆̂b はバンド間ペアリングに由来する非対角要素が含まれている。

4.2.2 Born近似
次に、多軌道系の不純物散乱を Born近似で取り扱う。これは、強度の弱いたくさんの不純物が

ある状況を考えることを意味する。このとき、Born近似での軌道表示での Green関数は

Ǧo(k) = Ǧo
0(k) + Ǧo

0(k)Σ̌o(k)Ǧo
0(k), (4.11)

と書ける。ここで、

Σ̌o(k) ≡ nimp

∫
dk1

(2π)2
ǔ(k − k1)Ǧo

0(k1)ǔ(k1 − k), (4.12)

ǔ(k) ≡

(
û(k) 0

0 −û(k)

)
. (4.13)

を導入した。nimpは不純物の密度、û(k)は不純物ポテンシャルである。バンド表示のGreen関数
は式 (4.10) と式 (4.11) を用いれば

Ǧb(k) = Ǧb
0(k) + Ǧb

0(k)Σ̌b(k)Ǧb
0(k), (4.14)

と得られる。ここで、バンド表示の自己エネルギー Σ̌b や不純物ポテンシャル v̌を

Σ̌b(k) ≡ nimp

∫
dk1

(2π)2
v̌(k,k1)Ǧb

0(k1)v̌(k1,k), (4.15)

v̌(k,k1) ≡ Ǔ(k)−1ǔ(k − k1)Ǔ(k1). (4.16)
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と定義した。ここで、軌道表示とバンド表示における不純物ポテンシャルの違いについて説明して
おく。軌道表示の不純物ポテンシャル ǔは k − k′ の関数であった。しかし、バンド表示の不純物
ポテンシャル v̌は、v̌(k,k1)と書けることからわかるように k−k′の関数ではない。今回計算する
物理量に関してはこの違いは重要ではない。しかし、不純物の種類や性質が大事な物理量を計算す
る際には、もともとの軌道表示においてどのような不純物ポテンシャルを考えているかを慎重に見
極めてバンド表示の不純物ポテンシャルを導入しなければならない。さて、ペアリングとしてバン
ド内のペアリングが支配的であると仮定することによって、∆̂bの非対角（バンド間）要素を無視
することができる。Cooperペアの重心運動量がゼロになるような通常のペアリングを考えるので
あれば、この仮定は妥当である。この仮定のもとでは、正常及び異常自己エネルギー Σ̂b,A(k) は

Σ̂b,N
ij (k) = nimp

∫
dk1

(2π)2
∑
m

v̂im(k,k1)Ĝb
0,mm(k1)v̂mj(k1,k), (4.17)

Σ̂b,A
ij (k) = nimp

∫
dk1

(2π)2
∑
m

v̂im(k,k1)F̂ b
0,mm(k1)v̂mj(k1,k), (4.18)

と書ける。ここで、i,j,kはバンドのインデックスである。また、Kopninのテキストの notationに
そろえる為に [198]

v̂(k,k1) ≡ P̂ (k)−1û(k − k1)P̂ (k1), (4.19)

Ǧb
0 ≡ −

(
Ĝb

0 F̂ b
0

F̂ b†
0 − ˆ̄Gb

0

)
. (4.20)

を定義した。そして、簡単のために摂動Green関数 Ǧbも無摂動Green関数 Ǧb
0 と同様にバンド空

間で対角的になっていると仮定する。例えば、2バンドモデルにおける Green関数は

Ǧ =


Gα 0 Fα 0
0 Gβ 0 Fβ

−F †
α 0 Ḡα 0

0 −F †
β 0 Ḡβ

 . (4.21)

と書ける [189, 217, 218, 219]。このような仮定を行うことで、無摂動 Green関数も摂動 Green関
数もバンド空間で対角的なので、自己エネルギーもバンド空間で対角的にすることができる。

4.2.3 準古典Green関数
まず、|∆i| � EF が成り立っていると仮定する。この関係式は、従来型超伝導体の多くの系で成

り立っている。これまでの章でも述べたように、鉄系超伝導体においても、バンド幅が数 eV、超
伝導秩序変数は 10meV程度のオーダーなので、この関係式は成り立っている。この仮定下におい
ては、準古典近似と呼ばれる近似法を用いることができる [198, 210, 211] 。
あるバンドm上の Green関数 Ĝb

0,mm(k1) はフェルミ波数 km
1F の周りで局在しているので、バ

ンド i上の自己エネルギー Σ̂b
i (k)は

Σ̂b
i (k) ∼ nimp

∑
m

∫
dSF,k̂m

vF,k̂m

v̂im(k, k̂1)
(∫

dξkm
1
Ĝb

0,mm(k1)
)
v̂mi(k̂1,k). (4.22)
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と書くことができる。ここで、k̂1は k1方向の単位ベクトルであり、vF,k̂m はmバンド上でのフェ
ルミ速度、dSF,k̂m はmバンド上でのフェルミ面積素である。次に、正常及び異常準古典Green関
数 g,f を

∆(kF ) ≡
∑
m

δkF ,km
F

∆m(km
F ), (4.23)

v(kF ,k
′
F ) ≡

∑
m,m′

δkF ,km
F
δk′

F ,km′
F
v̂mm′(kF ,k

′
F ), (4.24)

g(kF ) ≡
∑
m

δkF ,km
F

∮
dξkmĜb

mm(km), (4.25)

f(kF ) ≡
∑
m

δkF ,km
F

∮
dξkm F̂ b

mm(km), (4.26)

と定義して導入する。ここで、
∮
dξkm はmバンド上のフェルミ面に近い極を取る積分を意味する。

これらの関数を用いると、準古典近似における正常及び異常自己エネルギーはそれぞれ

ΣN(kF ) = nimp〈v(kF ,k1,F )g(k1,F )v(k1,F ,kF )〉FS,

(4.27)

ΣA(kF ) = nimp〈v(kF ,k1,F )f(k1,F )v(k1,F ,kF )〉FS,

(4.28)

と書くことができる。ここで、

〈A(k′
F )〉FS ≡

∫
dSF (k′

F )
vF (k′

F )
A(k′

F ). (4.29)

をフェルミ面平均として定義した。式 (4.27)は

v(kF ,k
m
1,F ) =

∑
n,n′

δkF ,kn
F
δkm

1,F ,kn′
F
v̂nn′(kF ,k

m
1,F ) (4.30)

=
∑

n

δkF ,kn
F
v̂nm(kF ,k

m
1,F ) (4.31)

g(km
1,F ) ≡

∑
n

δkm
1,F ,kn

F

∮
dξknĜb

nn(kn), (4.32)

=
∮
dξkm

1
Ĝb

mm(km
1 ) (4.33)

と

ΣN (ki
F ) = Σb

i (ki
F ) (4.34)

v(ki
F ,k

m
1,F ) = v̂im(ki

F ,k
m
1,F ) (4.35)

を用いれば
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ΣN(kF ) = nimp〈v(kF ,k1,F )g(k1,F )v(k1,F ,kF )〉FS, (4.36)

= nimp

∫
dSF (k1,F )
vF (k1,F )

v(kF ,k1,F )g(k1,F )v(k1,F ,kF ) (4.37)

= nimp

∑
m

∫
dSF (km

1,F )
vF (km

1,F )
v(kF ,k

m
1,F )g(km

1,F )v(km
1,F ,kF ) (4.38)

= nimp

∑
m

∫
dSF (km

1,F )
vF (km

1,F )
v̂im(ki

F ,k
m
1,F )g(km

1,F )v̂mi(km
1,F ,k

i
F ) (4.39)

= nimp

∑
m

∫
dSF (km

1,F )
vF (km

1,F )
v̂im(ki

F ,k
m
1,F )

(∮
dξkm

1
Ĝb

mm(km
1 )
)
v̂mi(km

1,F ,k
i
F ) (4.40)

となり、確かに式 (4.22)を準古典近似 Green関数 g,f を用いて書き表したものになっていること
がわかる。ここで我々は、図 4.2のような「有効シングルバンドフェルミ面」を導入した。これは、
異なるバンド上 (m 6= m′)では km

F 6= km′

F という関係が成り立つからである。その結果、フェルミ
面上のある位置を波数ベクトル kF で指定すれば、かならずバンドインデックスも一意に定まる。
この関係式のおかげで、nバンド系をバンドインデックスを無視してシングルバンド系とみなすこ
とができ、n× nの行列であった hat âはスカラー aと置き換えることができる。
準古典近似においては、自己エネルギーは局所的な物理量 Σ(kF, r) で定義することができる

[198]。この自己エネルギーΣ(kF, r)はある場所 rにおける波数 kF の準粒子が持つ自己エネルギー
であるが、このような定義ができるのは、準古典近似による運動方程式は波数に関して独立な方
程式 (Eilenberger方程式) となっているからである。準古典 Green関数も同様に局所的な物理量
g(k1, r) として定義できるとすれば、この g(k1, r)を式 (4.27)に代入すれば非一様系での局所的な
自己エネルギー Σ(kF, r)を計算することができる。

図 4.2: 有効フェルミ面の模式図。

南部空間の 2 × 2の行列形式で定義された準古典 Green関数 ǧを

ǧ(z,kF , r) ≡

(
g f

−f̃ −g

)
, (4.41)

のように導入する。以後、check ǎは 2×2の行列であるとする。ここで、ǧは、複素周波数 z、フェ
ルミ波数 kF、実空間座標 r = r(cosφ, sinφ)の関数である。この準古典 Green関数が従う運動方
程式 (Eilenberger方程式)は

−ivF (kF ) · ∇ǧ =
[
zτ̌3 − ∆̌(r,kF ) − Σ̌, ǧ

]
, (4.42)
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であり、規格化条件は

ǧ2 = −π21̌. (4.43)

である。ここで、∆̌は

∆̌(r,kF ) =

(
0 ∆(r,kF )

−∆∗(r,kF ) 0

)
, (4.44)

与えられ、τ̌3は南部空間でのパウリ行列である。この章では、ǧは変数 zの複素上半面で解析的な
関数であると考える。よって、正数 δを用いて z = ε+ iδとすると、遅延Green関数が得られる。
さて、式 (4.42)を解く為に便利な変数 a,bを導入することにする [213, 220, 221, 222, 223, 224]。
この変数 a,bは

ǧ =
−iπ

1 + ab

(
1 − ab 2ia
−2ib −(1 − ab)

)
. (4.45)

と ǧと関連づけられており、Riccatiタイプの微分方程式

vF (kF ) · ∇a = −2(−iz + iΣ11)a− a2(∆∗ − Σ21) + (∆ + Σ12), (4.46)

vF (kF ) · ∇b = +2(−iz + iΣ11)b+ b2(∆ + Σ12) − (∆∗ − Σ21). (4.47)

の解である。これら a,bは規格化条件 (4.43) を自動的に満たす（付録 Cを参照。）。簡単のため、
この章では超伝導ペア関数の関数系がある形で与えられている場合の Riccati方程式を解く。

4.3 Kramer-Pesch近似 (KPA)

我々は、Kramer-Pesch近似 (KPA)を用いて単一渦糸中での不純物自己エネルギーを計算する
ことにする [166, 213, 225] 。KPAの詳細な導出については付録Dにまとめることとして、この章
では簡単に述べる。式 (4.46)(4.47)は vF ·∇という形でしか∇が含まれないので、フェルミ速度
ベクトル vF (kF )に平行な直線を考えることで一次元問題に帰着することができる。結晶軸X と
Y に沿った単位ベクトルをそれぞれ âと b̂とし、

r = Xâ + Y b̂, (4.48)

≡ sv̂ + yû, (4.49)

r ≡
√
X2 + Y 2 =

√
s2 + y2, (4.50)(

v̂

û

)
≡

(
cos θv sin θv

− sin θv cos θv

)(
â

b̂

)
. (4.51)

というフェルミ速度ベクトル vF (kF )に平行な座標系 (s, y)を導入する。ここで、θv は âとフェル
ミ速度ベクトル vF (kF ) がなす角度である。

Kramer-Pesch近似では、Riccati方程式の係数 a,bを、エネルギー εとインパクトパラメータ y

で摂動展開する1。渦糸の近くにおいて、超伝導ペア関数をインパクトパラメータ yに関して一次
1付録 D で示すように、Kramer-Pesch の原論文を Riccati 形式に直すと、エネルギー ε と超伝導ギャップの虚部によ

る摂動展開とみなせることがわかっている。この章では、すでに発表した論文で用いた従来型 KPA を使用する。
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までで展開すると

∆(kF , r) = f(|s|)d(kF )∆∞sign(s)eiθv

(
1 + i

y

s

)
. (4.52)

≡ ∆0 + ∆1 (4.53)

となる。ここで、f(s)はペアポテンシャルの大きさの実空間依存性を記述する関数であり f(0) = 0
かつ lims→∞ f(s) = 1である。d(kF )は運動量空間でのペアポテンシャルの変動を記述する関数で
ある。付録 Dから [213, 225]、aと bは

a0 = − sign(d(kF ))eiθv , (4.54)

b0 = sign(d(kF ))e−iθv , (4.55)

a1(s) =
eu(s)

|vF (kF )|

∫ s

−∞
ds′
(
2ia0(ε− Σ̃) + 2i

y

s′
∆0

)
e−u(s′), (4.56)

b1(s) =
eu(s)

|vF (kF )|

∫ s

∞
ds′
(
−2ib0(ε− Σ̃) + 2i

y

s′
∆†

0

)
e−u(s′), (4.57)

u(s) =
2|d(kF )|∆∞

|vF (kF )|

∫ |s|

0

ds′ tanh(s/ξ). (4.58)

となる。ここで、Σ̃を Σ̃

Σ̃(s,kF ) ≡ Σ11 −
i

2
sign(d(kF ))

(
eiθvΣ21 + e−iθvΣ12

)
, (4.59)

と定義して導入した。また、f(s) = tanh(s/ξ)とした。低エネルギーかつ渦糸近傍において、Green
関数は [213, 225]

ǧ ∼ −2πi
a1b0 + a0b1

M̌, (4.60)

M̌ ≡

(
1 ia0

−ib0 −1

)
. (4.61)

と書ける。この Green関数の分母 a1b0 + a0b1 は2

a1b0 + a0b1 =
2Ceu(s)

|vF (kF )|

(
ε− 2y

|d(kF )|2∆2
∞

|vF (kF )|
− Σk

)
. (4.62)

と書ける。ここで、C ≡ |vF (kF )|/(2|d(kF )|∆∞)と定義した。Σk は

Σk =
1
C

∫ ∞

−∞
dsΣ̃(s)e−u(s), (4.63)

γk = Im Σk, (4.64)

であり、エネルギーに対して補正をかける項であるから、「有効不純物自己エネルギー」と考えて
よい。この自己エネルギー Σk は、渦糸の近傍での運動量 kを持つ準粒子が感じる不純物効果を意
味している [213]。

2付録 D 参照。
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次に、Born近似での不純物由来の自己エネルギーの虚部を求めることにする。自己エネルギー
の虚部は準粒子の寿命の逆数を表しており、不純物散乱がどの程度強いかを見る指標となる。pure
な超伝導体 (Σk = 0)において、渦糸コア近傍の Green関数は KPAを用いると

ǧ0(s,kF , ε) =
π|vF (kF )|e−u(s)

C(kF )
ε− E(y,kF ) − iδ

(ε− E(y,kF ))2 + δ2
M̌, (4.65)

と書ける。ここで、

E(y,kF ) ≡ y
2∆2

∞|d(kF )|2

|vF (kF )|
. (4.66)

を定義した。この式 (4.65)をBorn近似での自己エネルギーの表式 (4.27)に代入すると、式 (4.46)(4.47)
中の正常及び異常自己エネルギー Σij は

Σij(s, y,kF ) = nimp

〈
vkF ,k1,F

vk1,F ,kF

π|vF (k1,F )|e−u(s′′)

C(k1,F )
ε− E(y′,k1,F ) − iδ

(ε− E(y′,k1,F ))2 + δ2
M̌ij

〉
FS
. (4.67)

となる。ここで、k1,F の方向に沿った軸を持つ座標系 (s′′, y′):

y′ = s sin(θv − θv′) + y cos(θv − θv′), (4.68)

s′′ = s cos(θv − θv′) − y sin(θv − θv′), (4.69)

を導入した。そして、θv′ はベクトル âとフェルミ速度ベクトル k1,F のなす角度である。ゆえに、
Σ̃の虚部 ImΣ̃(s,kF )は、δ → 0のとき

ImΣ̃(s, y,kF ) = nimp

〈
vkF ,k1,F

vk1,F ,kF

π2|vF (k1,F )|e−u(s′′)

C(k1,F )

× δ(ε− E(y′,k1,F ))(1 − sign[d(kF )d(k1,F ))] cos(θv − θv′))
〉

FS
. (4.70)

となる。次に Σk を求めるため sで積分を行う。その際、デルタ関数 δ(ε− E(y′,k1,F ))を

δ(ε− E(y′,k1,F )) =
δ(s− s0)∣∣∣∂E

∂s |s=s0

∣∣∣ (4.71)

s0(k, k′) =
ε

sin(θv − θv′)

(
|vF (k′)|

2∆2
∞|d(k′)|2

− |vF (k)|
2∆2

∞|d(k)|2
cos(θv − θv′)

)
, (4.72)

と変形すると、

γk = nimp〈vk,k′vk′,k (1 − sign[d(k)d(k′)] cos(θv − θv′))
2π2

| sin(θv − θv′)|
|d(k)|
|d(k′)|

|vF (k′)|
|vF (k)|

e−u(s0)e−u(s′
0)〉FS,

(4.73)

が得られる。ここで、

s′0(k, k
′) ≡ s0(k, k′) cos(θv − θv′) − ε

|vF (k)|
2∆2

∞|d(k)|2
sin(θv − θv′). (4.74)
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と定義した。ゆえに、渦糸コア中に置いて、初期状態に運動量 kを持つ準粒子が運動量 k′の状態
へと散乱された時の不純物散乱率 Γk,k′ は

Γk,k′ = nimpvk,k′vk′,k (1 − sign[d(k)d(k′)] cos(θv − θv′))
2π2

| sin(θv − θv′)|
|d(k)|
|d(k′)|

|vF (k′)|
|vF (k)|

e−u(s0)e−u(s′
0).

(4.75)

となる。そして、渦糸コア中での不純物散乱によるコヒーレンス因子は

1 − sign[d(k)d(k′)] cos(θv − θv′). (4.76)

と表すことができる。式 (4.75)の不純物散乱率は、不純物散乱の行列要素 vk,k′vk′,k、散乱角 (θv −
θv′)、散乱の前後の超伝導秩序変数の位相 sign[d(k)d(k′)]に主に依っていることがわかる。
不純物散乱率 Γk,k′ は、運動量 kと k′ の準粒子の局所状態密度の積にも依っている。局所状態

密度は準粒子のインパクトパラメータで特徴づけることができる。運動量 kを持つ準粒子は渦糸
コアの周りで束縛状態を形成する。Kramer-Pesch近似においては、インパクトパラメータ yと束
縛状態のエネルギー εは

y ∝ ε
2|vF (kF )|
|d(kF )|2∆2

∞
(4.77)

という関係を持つ3。この式は、各準粒子が渦糸コアから y だけ離れた一本の trajectoryを持ち、
局所状態密度はその trajectoryの包絡線で理解できることを意味している [225] 。等方的 s波シン
グルバンド超伝導体においては、上式が運動量依存性を持たないために、渦糸コア近傍での局所
状態密度のパターンは円形となる [225] 。複数のフェルミ面を持つフルギャップ超伝導体において
は、上式の |d(kF )|がフェルミ面ごとに異なるために、渦糸コア近傍での局所状態密度は複数の円
状のパターンからなる。いずれにしても、どちらの場合でも、Andreev束縛状態を形成する準粒子
の trajectoryを明確に定義できるので（図 4.3）、渦糸コア中でどのような散乱プロセスが支配的
かを詳細に調べることができる。

4.4 解析計算結果
4.4.1 符号保存散乱：sign-conserved scattering

まず、d(k)d(k′) > 0の場合を考える。この場合、散乱の前後でペア関数の符号は変化しない。不
純物散乱行列 vk,k′vk′,k の運動量依存性がそれほど大きくないとき、散乱角 (θv − θv′)に依存して
不純物散乱率は変化する。式 (4.75)の散乱角依存性 (θv − θv′)は

Γk,k′ ∝ 1 − cos(θv − θv′)
| sin(θv − θv′)|

. (4.78)

と書ける。ここで、分子はコヒーレンス因子、分母は状態密度からの寄与を表している。上式を見
てわかるのは、前方散乱 (θv − θv′ = 0)4は、コヒーレンス因子がゼロ：

1 − cos(θv − θv′)
| sin(θv − θv′)|

∼ |θv − θv′ |. (4.79)

3付録 D 参照。
4通常用いる前方散乱は運動量変化が少ない散乱を意味するが、ここではフェルミ速度が散乱の前後でほとんど変化し

ない散乱を前方散乱と定義している。
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図 4.3: 低エネルギー領域での単一渦糸コア周りで生じる不純物散乱の模式図。 (a) 前方散乱。 (b)
後方散乱。
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になるために完全に抑制されるということである。一方、後方散乱の場合には (θv − θv′ = π)、分
子が有限で分母がゼロになるので不純物散乱率は発散してしまうように一見思える。しかし、式
(4.75)には exp(−u(s′0))という因子があるので、後方散乱もゼロになる。図 4.3(b)を見ればわか
るように、後方散乱が起きる場所はほとんどの場合渦糸コアから遠く離れており (s′0 � ξ0)、準粒
子状態密度が小さいために不純物散乱率も小さい。

4.4.2 符号反転散乱：sign-reversed scattering

散乱の前後で超伝導秩序変数が変化する (d(k)d(k′) < 0)場合、式 (4.75)の散乱角依存性 (θv−θv′)
は

Γk,k′ ∝ 1 + cos(θv − θv′)
| sin(θv − θv′)|

. (4.80)

と書ける。まず、後方散乱の場合 (θv − θv′ = π)、exp(−u(s′0))がゼロになりかつコヒーレンス因
子もゼロなので、不純物散乱は完全に抑制される。一方、前方散乱の場合 (θv − θv′ = 0)、式 (4.80)
の分子が有限で分母がゼロになるため、不純物散乱は極めて大きくなる。式 (4.80)の分母は状態
密度に由来する。図 4.3(a)を見ると、前方散乱は渦糸コア近傍で起こりうる散乱であることがわ
かる。
ここで、非常に大きな不純物散乱率をもたらす「符号反転前方散乱」はシングルバンド超伝導体

ではほとんど起きないことを指摘しておく。なぜなら、シングルバンド超伝導体においては、運動
量空間中でお互いに近い準粒子が前方散乱を起こし、運動量空間中で近い準粒子のペア関数の符号
は同じであるために、その前方散乱は符号保存散乱であるからである。一方、鉄系超伝導体のよう
に電子面とホール面を持つようなマルチバンド超伝導体においては、バンド間の散乱が符号反転前
方散乱になりうる。二つのフェルミ面上の超伝導秩序変数の符号が異なっているような符号反転 s

波であれば、不純物散乱の q依存性が異常となる可能性がある。なぜなら、符号反転前方散乱の強
度が他の散乱と比べて非常に大きいからである。ここで、q ≡ k′ − kは散乱前後の準粒子の運動
量の差と定義した。

4.5 鉄系超伝導体への応用
4.5.1 モデル
鉄系超伝導体の簡単化したモデルとして 2バンド超伝導体を考え、その不純物散乱の q 依存性

Γk,k+q を調べることにする。この節では、鉄系超伝導体が複数のフェルミ面を持っていることを考
慮し [35] 、二つのホール面と二つの電子面を持った図 4.4のような系を考えることにする。この図
4.4では結晶軸を 45◦回転させている。ホール的フェルミ面 α1 (α2) は中心が (kx, ky) = (0, 0)であ
る直径 1.2/

√
2 (0.6/

√
2)の円である。電子的フェルミ面 β1 (β2)は中心が (kx, ky) = (π/

√
2, π/

√
2)

((kx, ky) = (−π/
√

2, π/
√

2))である直径 0.8/
√

2の円である。簡単のため、フェルミ速度の大きさ
は運動量空間で等方的 (|vF (k)| = 1)であるとする。また、不純物散乱行列 vk,k′vk′,kはその平均で
置き換えることにする (vk,k′vk′,k = 1)。今回計算する不純物散乱率の場合、この仮定は vk,k′vk′,k
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図 4.4: 二つのホール面 α1, α2と二つの電子面 β1, β2。青い点線による四角は第一ブリルアンゾー
ンを意味する。

が有限でありさえすれば定性的に妥当な結果を与える。なぜなら、「符号反転前方散乱」が起きる
ような領域では vk,k′vk′,k 以外の因子が極めて大きくなり、vk,k′vk′,k の依存性にはほとんど依らな
いからである。我々は三つの異なる超伝導秩序変数対称性

• 等方的 s波超伝導: d(k) = 1

• d波超伝導: d(k) = 2kxky/(k2
x + k2

y)　（図 4.5(a)）

• 等方的 ±s波超伝導: d(k) = −1(αバンド)、d(k) = 1(β バンド)　（図 4.5(b)）

を考える。

4.5.2 等方的 s波超伝導
まず始めに、等方的 s波超伝導を考える。この場合には、すべての散乱が符号保存散乱である。

図 4.6に示すように、不純物散乱率は q空間のすべての場所で有限値である。この結果は 4.4.1節
の結果とコンシステントである。図 4.6中の x軸である qx が最大値 qxmax を取る場合は、このモ
デルの場合、始状態として図 4.4中の左上のフェルミ面上で一番小さな kx を持つ点 (kx = kxmin)
を選び、終状態として右上のフェルミ面上で一番大きな kxを持つ点 (kx = kxmax = −kxmin)を選
んだ場合であり、そのときの値は qxmax = 2kxmin ∼ 5である。qy に関しても同様である。
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図 4.5: ペア数の符号の模式図。(a):d波超伝導。(b):±s波超伝導。青い点線は第一ブリルアンゾー
ンの境界線。

図 4.6: 等方的 s波超伝導体における不純物散乱率 Γk,k+q の q依存性。エネルギーは ε = 0.3∆∞

とした。
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q

図 4.7: d波超伝導において符号反転前方散乱が起きる例。

図 4.8: d波超伝導体における不純物散乱率 Γk,k+q の q依存性。d(k = 2kxky/(k2
x + k2

y)。エネル
ギーは ε = 0.3∆∞ とした。

4.5.3 d波超伝導
次に、我々は図 4.5(a)に示される d波超伝導を考える。この場合、β1 フェルミ面と β2 フェル

ミ面の準粒子の散乱が主として効いてくる。なぜなら、この二つのフェルミ面間の散乱のいくつか
は符号反転前方散乱だからである。具体的には、β2 フェルミ面上での (kx, ky) = (π, π − 0.8)/

√
2

(θv = −π/2) から β2 フェルミ面上での (kx, ky) = (−π, π − 0.8)/
√

2 (θv′ = −π/2)への散乱は符
号反転前方散乱である（図 4.7）。ここで、我々は v ∼ v′が成り立つものを「前方散乱」と定義し
ている。式 (4.80)から、このような散乱においては、不純物散乱率は発散することがわかる。図
4.8に示すように、不純物散乱率の q依存性は対応する qにおいて大きなピークを持つ。一般的に
は、d波超伝導体においては、符号反転前方散乱に対応するピークの有無や場所は、フェルミ面の
形状やフェルミ速度の方向の異方性に強く依存する。例えば、βフェルミ面の形状を円形から楕円
形に変化させたとき、図 4.7の qでつながれた準粒子のフェルミ速度は同じ向きにならない。
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図 4.9: 等方的±s波超伝導体における不純物散乱率 Γk,k+qの q依存性。エネルギーは ε = 0.3∆∞

とした。

q q q

図 4.10: ±s波超伝導において符号反転前方散乱が起きる例。

4.5.4 等方的±s波超伝導
最後に、我々は図 4.5(b)に示される等方的±s波超伝導体を考える。この場合、バンド間散乱が

不純物散乱率に主要な寄与をする。図 4.9には、q空間においてアーク状の強い強度分布が見られ
る。このアーク状の強度分布は、α1 あるいは α2 のフェルミ面上の準粒子が β1 あるいは β2 の準
粒子へと符号反転前方散乱された結果生じている（図 4.10参照。）。 符号反転前方散乱が起きる q

空間での領域は、±s波超伝導体の方が d波超伝導体よりも広い。±s波超伝導体はその定義から
つねに二つ以上のフェルミ面を持つため、符号反転前方散乱は起きやすい。式 (4.80)にあるよう
に、符号反転散乱においてもっとも重要な因子の一つは散乱の前後におけるフェルミ速度の方向で
ある。鉄系超伝導体のような電子面とホール面のフェルミ面を持つ系では、お互いのフェルミ面の
形状が似ていれば似ているほど、フェルミ速度の方向が同じ領域が増えるので、q空間での強い強
度分布の領域が広くなる。なお、アーク状領域がちょうど半円になっているのは始状態と終状態の
ブリルアンゾーンの切り方に由来するものであり、適当なブリルアンゾーンを選べば円形にするこ
ともできる5

5 どのようなブリルアンゾーンを選ぶかには任意性があるが、その任意性は物理的な結果に影響を与えない。
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図 4.11: 準粒子の寿命に関係する量 γk のエネルギー依存性。等方的 ±s波の場合。

4.6 議論
我々のKPAを用いた不純物散乱率の計算方法は、三次元系にも容易に拡張できる。拡張する為

には、方程式上でのフェルミ速度ベクトル vF を、渦糸に垂直な平面上にフェルミ速度ベクトルを
射影したベクトルに置き換えればよい [225]。三次元系のRiccati方程式 (4.46)(4.47)は、渦糸方向
に並進対称性があるために二次元系の Riccati方程式と同じ形になる。
準粒子の寿命 γk のエネルギー依存性を議論する。今回考えているような簡単なモデルにおいて

は、式 (4.63)中の s積分よりも先に式 (4.70)に含まれるフェルミ面積分を実行することができ（付
録 C参照）、

γk(ε) = 4π
∫ ∞

0

∑
n′

kn′
vF,n′

vF,n
e−u(s)e−u(s′)

4s2 + ε2v2
F,n − sign[dndn′ ]ε2vF,nvF,n′

|s′|(4s2 + ε2v2
F,n)

|Re s′|
|s′|

(4.81)

s′ ≡
√
s2 + 4ε2(vF,n − vF,n′) (4.82)

が得られる。ここで、n(= 1, 2, 3, 4)は各フェルミ面 (α1, α2, β1, β2)を表すインデックスである。
また、dnは n番目のフェルミ面上の超伝導ギャップの大きさであり、±s波超伝導では d1,2 = −1,
d3,4 = 1である。また、∆∞ = 1とおいてある。vF,nは n番目のフェルミ面の準粒子のフェルミ速
度の大きさであり、vF,1 = vF,2, vF,3 = vF,4 and vF,1 = 0.8vF,3を仮定した。knは n番目のフェル
ミ面の半径である。本来 γk はインパクトパラメータ yにも依るのだが、ここでは、一番大きな γk

を考える為に、クリーンリミットで束縛状態を作るときのエネルギー εとインパクトパラメータ y

の関係 y = 2|vF |εを用いた。図 4.11に示すように、γk は ε→ 0で log発散する。この結果は、通
常の s波超伝導体の場合における結果とコンシステントである [226]。
我々の数値計算結果は超伝導ギャップの大きさがバンド間で異なっていたりフェルミ面上で異方

的になっていたとしても定性的には変わらない。なぜなら、超伝導ギャップの大きさの異方性は、
式 (4.75) を見ればわかるように、散乱前後の超伝導ギャップの大きさの比 |d(k)|/|d(k′)|を通じて不
純物散乱率に影響を与えるからである。式 (4.75)には e−u(s0)e−u(s′

0)という始状態と終状態の状態
密度の積による寄与が含まれている。この因子には s0,s′0が含まれており、s0,s′0には超伝導ギャッ
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図 4.12: 等方的±s波超伝導体における不純物散乱率 Γk,k+qの q依存性。エネルギーは ε = 0.3∆∞

とした。フェルミ速度の大きさは、α1,2 フェルミ面上のフェルミ速度の大きさ vF,n(n = 1, 2)が
β1,2 フェルミ面上のフェルミ速度の大きさ vF,m(m = 3, 4)よりも小さいとした (vF,n = 0.8vF,m)。

プの大きさの情報 |d(k)|,|d(k′)|やフェルミ速度の異方性の情報 vF (k),vF (k′)が含まれている。つ
まり、不純物散乱率 Γk,k′ には、この因子を通じて超伝導ギャップの大きさやフェルミ速度の大き
さの異方性の情報が含まれている。しかしながら、図 4.12を見ればわかるように、e−u(s0)e−u(s′

0)

の変化は不純物散乱率 Γk,k′ の振る舞いを定性的に変化させることはない。
最後に、今回得られたような±s波超伝導体の渦糸コア中での不純物効果の振る舞いはどのよう

に実験的に観測できるかということを議論する。不純物散乱は、STM/STSによって実際に観測で
きる QPI効果の起源の一つとして考えることができる。ただし、渦糸コアがないときの不純物散
乱はまだよくわかっていない。なぜなら、渦糸コア由来ではない不純物散乱は、超伝導状態の性質
の他に不純物の種類や常伝導状態の性質（バンド構造など）にも依存するからである。コヒーレン
ス因子の情報を持つQPI効果を STM/STSによって観測する為には、磁場を印加する必要がある。
実際の実験においては、磁場を印加する前とした後の QPIパターンの変化を見ることで超伝導対
称性を議論している。いままで見てきたように、渦糸コア近傍での不純物散乱は符号反転前方散乱
が起きているか否かで q依存性が大きく異なる。よって、渦糸コアの存在する場合（磁場をかけた
場合）の結果は、渦糸コアが存在しない場合（磁場をかけていない場合）の結果と比べて理解しや
すい。もし、dI/dV の q依存性の分布に非常に強いアーク状のピークが観測され、かつ、q = 0の
領域の強度が相対的に弱い場合、その超伝導体が±s波超伝導体であるという一つの直接的な証拠
となる。これらのピークはエネルギーを低くすればするほど強くなる。また、この不純物散乱の効
果は渦糸コアでの Andreev束縛状態同士の散乱に起因しているので、よりはっきりと観測する為
には、よりはっきりと Andreev束縛状態が dI/dV に見えているサンプルで測定する必要がある。
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4.7 まとめ
我々は、様々な超伝導対称性における渦糸コアでの不純物効果を調べた。我々は、低エネルギー

での Andreev束縛状態によって引き起こされる不純物散乱にとって、符号反転前方散乱が最も重
要な寄与をすることを発見した。±s波超伝導体は、STM/STS測定による dI/dV の q 依存性中
に、強いアーク状ピークと原点近傍の弱い強度があれば同定できる。また、我々は、位相敏感な効
果を測定するためには、磁場をかけた系を調べることが重要であることを示した。
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第5章 磁場回転比熱・熱伝導率実験の新しい
解析手法の提案

5.1 はじめに
この章では、超伝導体に超伝導ギャップノードが存在しているとき、そのノードの運動量空間中

での場所を磁場回転比熱・熱伝導率実験で検出する方法について述べる。鉄系超伝導体の多くは超
伝導ギャップにノードを持たないと言われているが、BaFe2(As0.67P0.33)2などの物質では、ライン
ノードがあると言われており、そのノードの場所を実験的に同定することは重要である。
非従来型超伝導体と呼ばれる超伝導ギャップのノードが存在すると言われている物質は、銅酸化

物超伝導体や重い電子系超伝導体、ボロカーバイド、有機超伝導体などがある。これらの非従来型
超伝導体の超伝導発現機構を理解するためには、運動量空間中のどこに超伝導ギャップノードが存
在するかを明らかにすることが必要となる。
超伝導ギャップノードの運動量空間での位置を知る方法としては、角度分解光電子分光 (ARPES)

があるが、この測定はきれいな表面が得られなければうまくいかない。近年、磁場の方向を変え
ながら比熱や熱伝導率を測定することで、超伝導ギャップノードの位置を検出する方法が開発され
ている [227, 228]。磁場をある面内で回転させると、それに応じて比熱や熱伝導率の値が振動する
[229, 230]（図 5.1参照）。この振動のパターンを見ることで、超伝導ギャップ構造の詳細の情報を
得ることができる。
非従来型超伝導体で磁場回転比熱・熱伝導率測定が用いられた例として、YNi2B2Cについて述

べる1。この超伝導体は、ポイントノードを持つ s 波超伝導体であると実験的に示唆されている
[229, 230]。ポイントノードの存在についての実験的な証拠の一つとして言われているのは、面内
磁場回転熱伝導率の polar-angle依存性が非常に強いという実験事実である（図 5.1参照）。なぜな
ら、彼らの著者の一人であるMakiが、ポイントノードとラインノードでは polar-angle依存性が
異なり、polar-angle依存性が強ければその超伝導体のノードはポイントノードであると予想して
いたからである [229]（図 5.2参照）。彼らの予想に使われた理論計算は、Doppler shift法と呼ばれ
る近似手法である。この手法は、多くの物質の磁場回転比熱・熱伝導測定において解析法として使
われている [228]。しかしながら、後述するように、Doppler shift法は、定量的解析を行うには十
分ではない近似法である。特に、フェルミ面の異方性が強い場合、正しくない結果を得てしまう可
能性がある。YNi2B2Cは、通常Doppler shift法で仮定されてきた簡単なフェルミ面よりもはるか
に複雑なフェルミ面を持っており [232]、Doppler shift法で解析してよいかに疑問が残る。

Doppler shift法で実験結果を解析するときに問題となることは、主に二つである。ひとつ目の問
題は、振動の周期の大きさを大きく見積もりすぎるということである。Doppler shift法では振幅の

1この物質に関しては、著者の修士論文 [231] で詳細にレビューを行っている。



100 第 5章 磁場回転比熱・熱伝導率実験の新しい解析手法の提案

図 5.1: 左：Izawaらの熱伝導率の面内磁場方向依存性の測定 [229]。右：Parkらの比熱の面内磁
場方向依存性の s測定 [230]。

図 5.2: ポイントノードとラインノードでの状態密度の磁場依存性の違い [229]。Doppler shift法
を使用。
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図 5.3: 円筒形フェルミ面を持つ dx2−y2 波超伝導体における、状態密度の面内磁場依存性。Vehkter
らによる単一渦糸系での Doppler shift法による計算結果 [233]。

最大値と最小値の比は 30%と計算されるが [233]、実際に多くの実験で観測されている振幅の比は
数%程度である [227, 228]。そして、準古典近似の範囲内で完全に自己無撞着的に数値的2に計算し
た振幅の比 [234]は、実験結果と同じく数%であり、Doppler shift法による計算結果とは異なる。
もうひとつの問題は、Doppler shift法で計算すると面内にかけた磁場がノード方向に平行となった
ときにカスプ的な極小点が現れるが、これは本当か、という問題である (図 5.3)。Miranovicらは、
球形フェルミ面を用いた準古典近似による完全に数値的な計算結果では、極小点はカスプ的になら
ずブロードになると報告している [234]（図 5.4）。実験結果では、ほとんどの物質においてカスプ
的極小点は見られない [227, 228]。カスプ的極小点が見られるのは、YNi2B2Cの場合だけである
[229, 230]。次節以降でより詳細に議論するように、Doppler shift法はその近似手法の原因により、
実際の物質が持つような複雑なフェルミ面を持つ系ではあまり正しい結果を与えない。これら二つ
の問題点は数値的にきちんと計算すれば原理的に解決できる問題であるが、自己無撞着な数値計算
は計算時間がかかりすぎてしまい実際の物質にあるような複雑なフェルミ面を持つ系の計算は実行
できない。Doppler shift法の他に用いられている近似法として、Brandt-Pesch-Tewordt(BPT)法
という上部臨界磁場近傍でよく成り立つ方法がある [235]。この BPT法は、低温低磁場領域では計
算が大変でありどの程度精度があるかも不明である。Doppler shift法は単一渦糸系を考えている
ので低温低磁場領域がもっともよい適応領域であるはずだが、上述したような問題を抱えている。
それゆえに、低温低磁場領域で精度よく計算できる近似手法が必要とされている。
本章では、磁場回転比熱・熱伝導率測定の解析手法として、Kramer-Pesch近似 (KPA)による計

算手法を導入する。そして、この KPAによるゼロエネルギー状態密度 (ZEDOS)の磁場回転角度
依存性は、直接微分方程式を解いた数値計算結果とコンシステントであることを示す。KPAの計
算を行うにあたって必要な計算機時間は、Doppler shift法による計算機時間とほぼ同程度であり、
直接数値計算を行った場合と比べてはるかに短い。KPAを使うと、重い計算をせずに現実的な複
雑なフェルミ面を持った系の状態密度を計算することもできる。さらに、Doppler shift法では取
り入れていない渦糸コア近傍の状態の寄与をKPAは正しく取り入れており、Doppler shift法がう

2自己無撞着なギャップ方程式をきちんと解いた計算をここでは、完全に数値的な計算、としている。
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図 5.4: 球形フェルミ面を持つ dx2−y2 波超伝導体における、状態密度の面内磁場依存性。Miranovic
らによる渦糸格子系での自己無撞着な数値計算 [234]。B = 0.0217Hnode

c2 。

まくいかないような系でも KPAであれば正しく計算することができる。
本章の構成は以下の通りである。第２節では、準古典近似で用いられる Riccati方程式について

述べる。第３節では、Doppler shift法を Riccati方程式から導出する方法について延べ、Doppler
shift法がどのような近似手法であるのか議論する。第４節では、Kramer-Pesch近似によって状態
密度の磁場方向依存性を計算する方法について述べる。第５節では、KPAによる計算結果を示す。
特に、ノードの種類とフェルミ面の形状が磁場回転状態密度にどのような影響を及ぼすかを調べ
る。第６節では、KPAの結果をふまえたうえで、Doppler shift法の問題点について議論する。第
７節では、KPAの精度をさらに上げる改良について述べ、前節まで使っていた KPAと比べてど
の程度精度がよくなったかについて述べる。第８節はまとめである。

5.2 Riccati方程式
比熱や熱伝導率は準粒子の状態密度 (DOS)に依存しているため、DOSの磁場回転依存性を計算

することで実験結果を解析することができる。準古典近似における運動方程式は Eilenberger方程
式であるが、この方程式は Riccati形式の方程式:

vF · ∇a+ 2ω̃na+ a∆∗a− ∆ = 0 (5.1)

vF · ∇b− 2ω̃nb− b∆b+ ∆∗ = 0 (5.2)

に書き換えることができる（付録 C参照。）。このとき、準古典 Green関数 gは

g = −iπ 1 − ab

1 + ab
(5.3)

であり、vF はフェルミ速度ベクトル、iω̃n = iωn + (e/c)vF · Aである。ωn は松原周波数、Aは
ベクトルポテンシャルで、今、h̄ = 1 としている。
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また、フェルミ速度に沿った座標系 (s, y)を導入することにより (付録D参照)、Riccati方程式は

vF⊥
∂

∂s
a+ 2ω̃na+ a∆∗a− ∆ = 0 (5.4)

vF⊥
∂

∂s
b− 2ω̃nb− b∆b+ ∆∗ = 0 (5.5)

という一次元の一階微分方程式に書き直すことができる。

5.3 Doppler shift法による方法
まず始めに、Doppler shift法による Green関数を Riccati形式から導出する。Doppler shift法

では、渦糸周りのペアポテンシャル∆を大きさと位相 Φ(s,k)にわけ、

∆(s,k) = |∆(s,k)| exp(iΦ(s,k)) (5.6)

と置く。このとき、

a = ã exp(−iΦ) (5.7)

b = b̃ exp(iΦ) (5.8)

という変数変換を行うと、Riccati方程式は

vF⊥
∂

∂s
ã+

(
2ω̃n − ivF⊥

∂

∂s
Φ
)
ã+ ã2|∆| − |∆| = 0 (5.9)

vF⊥
∂

∂s
b̃−

(
2ω̃n − ivF⊥

∂

∂s
Φ
)
b̃− b̃2|∆| + |∆| = 0 (5.10)

となる。ここで、|∆(s,k)| = ∆0(k)、∂ã/∂s = 0という仮定を行うと、この Riccati方程式は、エ
ネルギーを ωn + ivF ·mvs を置き換えたバルクの Riccati方程式に等しくなる。Doppler shift法
とは、準粒子が渦糸の周りで回転する超流動電流に起因する Doppler shiftを受けて、バルクのエ
ネルギーが δE = mvF · vs だけシフトしたとみなす方法である。このとき、vs は渦糸周りの超流
動速度であり、磁場に垂直 (vs ⊥ H) である。
エネルギーゼロでの状態密度 (ZEDOS)は、準粒子が Doppler shiftを受けた分だけ生じ、

N(E = 0) ∼ Re
〈 |δE|√

(δE)2 − |∆|2
〉

(5.11)

となる。ここで、ブラケット 〈· · · 〉は運動量空間でのフェルミ面での平均と実空間での渦糸格子の
単位胞の平均をとるという操作である。通常、s波超伝導のように超伝導ギャップがフェルミ面で
完全に開いている場合、ギャップのエネルギースケールの方が Doppler shiftのエネルギーよりも
大きいので (|δE| < |∆|)、ZEDOSはゼロである。一方、ギャップノードをもつ d波超伝導体の場
合、超伝導ギャップノード (|∆(k)| = 0)近傍においては、必ず |δE| > |∆|の領域が存在する。こ
のような領域においてのみ Doppler shiftの効果が支配的になり、有限の ZEDOSが生じる。ただ
し、もしギャップノード近傍の準粒子のフェルミ速度が vF ‖ H であれば、vF · vs = 0となるため
に Doppler shift項は存在せず (δE = 0)、ZEDOSはゼロになる。故に、磁場をノードが存在する



104 第 5章 磁場回転比熱・熱伝導率実験の新しい解析手法の提案

面内で回転させると、ZEDOSは磁場の角度に依存して変化することになる。実験で測定できる量
である比熱 C(H)/T は、T → 0の極限で ZEDOSに一致するが、そのために、磁場H がギャップ
ノードの方向を向いたときに最小値を取る3。

Doppler shift法で仮定した ∂ã/∂s = 0は、|ã| = |ã|の空間変動を無視した近似である。その
結果、ペアポテンシャル ∆、a、bが空間的に大きく振動する渦糸コアの周りでは成り立たない。
Dahmらは、d波超伝導体において、Doppler shift法は、本来重要であるはずの渦糸コアから遠く
離れて伸びているギャップノード方向の準粒子の束縛状態からの寄与を正しく評価できないことを
示した [236]。

5.4 KPAによる方法
Kramer-Pesch近似は、前章で述べたように、低エネルギー領域に存在するAndreev束縛状態の

みを取り出した近似である。つまり、Doppler shift法が無視していた渦糸コアからの寄与を正し
く取りいれた近似である。KPAでは、Riccati方程式の a,bをエネルギーと渦糸コアからのインパ
クトパラメータに関する一次までの摂動展開を行う4。

KPAを行うには、磁場に固定された座標系を導入する必要がある。結晶軸に固定された座標系
において座標Rは

R = Xâ + Y b̂ + Zĉ (5.12)

と書ける。ここで、â,b̂,ĉは結晶の a軸 b軸 c軸に沿った単位ベクトルである。磁場に固定された座
標系は、磁場H に沿った単位ベクトル ĉMとそれに垂直でお互いに直交する単位ベクトル âM,b̂M

を用いて表される。その結果座標Rは

R = XMâM + YMb̂M + ZMĉM (5.13)

となる。これらの座標系は座標変換: âM

b̂M

ĉM

 =

 cosαM cos θM − sinαM cos θM − sin θM
sinαM cosαM 0

cosαM sin θM − sinαM sin θM cos θM


 â

b̂

ĉ

 (5.14)

によって結びつけられている5。磁場H の向きが変化しても、磁場に固定された座標系をつねに用
いることにすればKPAはいままで通りに使うことができる。また、磁場に沿った座標軸 ZM方向
には並進対称性がある。Riccati方程式は、フェルミ速度ベクトル vF を xy面内に射影したベクト
ル vF⊥:

vF⊥ = (vF · âM)âM + (vF · b̂M)b̂M (5.15)

3正確には、磁場H がギャップノード近傍の準粒子のフェルミ速度の方向を向いたとき。一般的には、フェルミ面が異
方的である場合、kF ‖ vF は成り立たないためである。

4より正確な KPA は次節以降に述べる。
5c 軸を回転軸として αM だけ回して a 軸 b 軸から aM 軸 bM 軸をずらし、その後、bM 軸を回転軸として aM 軸 cM

軸を θM だけ回転させている。
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とフェルミ速度ベクトルに沿った座標系 (s, y):

r = XMâM + YMb̂M (5.16)

= sv̂ + yû (5.17)(
v̂

û

)
=

(
cos θv sin θv

− sin θv cos θv

)(
âM

b̂M

)
(5.18)

を用いると

|vF⊥|
∂

∂s
a+ 2ωna+ a∆∗a− ∆ = 0 (5.19)

|vF⊥|
∂

∂s
b− 2ωnb− b∆b+ ∆∗ = 0 (5.20)

と書くことができる。ここで、原点 r = 0に渦糸中心があるときの超伝導ギャップ∆(r,kF )は

∆(r,kF ) = ∆∞d(kF ) tanh(|r|/ξ0)eiα (5.21)

という関数形であるとする。ここで αは実空間での極座標表示の変数である。さらに、第二種超
伝導体極限 A → 0かつ iωn = ε + iηと置く。式 (4.65)を得る際と同じ議論を用いることにより、
KPAによる準古典遅延通常 Green関数 gは

g(s,kF , ε,H) =
π|vF⊥|e−u(s)

C

ε− E − iη

(ε− E)2 + η2
, (5.22)

E(y,kF ) ≡ y
2∆2

∞|d(kF )|2

|vF⊥(kF )|
. (5.23)

C ≡ |vF⊥(kF )|
2|d(kF )|∆∞

(5.24)

u(s) ≡ 2|d(kF )|∆∞

|vF (kF )|

∫ |s|

0

ds′ tanh(s/ξ0) (5.25)

となる。故に、状態密度N(ε)は準古典遅延通常 Green関数の虚部をとればよいので、

N(ε) = 〈π|vF⊥|e−u(s)

C

η

(ε− E)2 + η2
〉 (5.26)

となる。ここで 〈· · · 〉は Doppler shift法のときと同じ積分範囲:

〈· · · 〉 =
1
πr2a

∫ ra

0

rdr

∫ 2π

0

dα

∫
· · · dSF

|vF |

N0
(5.27)

s = r cos(α− θv) (5.28)

y = r sin(α− θv) (5.29)

N0 ≡
∫
dSF

|vF |
(5.30)

である。さらに、

exp(−u(s)) = exp
(

2|d(kF⊥)|∆∞

|vF⊥(kF )|
ξ0 log[cosh[|s|/ξ0]]

)
= [cosh[|s|/ξ0]]

− 2|d|∆∞ξ0
|vF⊥| (5.31)
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と

|vF⊥|
C

= 2|d|∆∞ (5.32)

と
を用いれば

N(ε,H) = 2η
∆∞

r2a

∫ ra

0

rdr

∫ 2π

0

dα

∫
dSF

|vF |
|d|[cosh(r cos(α− θv)/ξ0)]−2|d|∆∞ξ0/|vF⊥|

(ε− E)2 + η2

1
N0

(5.33)

となる6。ここで、r積分のカットオフ ra は渦と渦の距離:

ra/ξ0 =
√
Hc2/H (5.34)

Hc2 ≡ Φ0/(πξ20) (5.35)

である。考えている系は、η → 0で clean limitである。ηが有限の場合には、不純物によるスメア
リングの効果が考慮される。

5.5 KPAによる計算結果
5.5.1 KPAによる状態密度の磁場の大きさ依存性

KPAが状態密度の磁場の大きさ依存性を正しく計算できるかどうかを調べる。まず、渦糸一本
あたりの状態数Nvortex は

N(ε,H) = Nvortex(ε,H)
1
πr2a

(5.36)

と定義される。ra ∝ 1/
√
H なので上式は、

N(ε,H) ∝ Nvortex(ε,H) ×H (5.37)

であり、この単位体積 (面積)あたりの状態密度N が比熱である。
計算を簡単化するため、clean limit η → 0とする。このとき、Nvortex は

Nvortex = 2π2∆∞

∫ ra

0

rdr

∫ 2π

0

dα

∫
dSF

|vF |
|d|[cosh(r cos(α− θv)/ξ0)]−2|d|∆∞ξ0/|vF⊥|δ(ε− E)

(5.38)

= 2π2∆∞

∫
dSF

|vF |
|d|
∫ 2π

0

dα

∫ ra

0

rdr[cosh(r cos(α− θv)/ξ0)]−2|d|∆∞ξ0/|vF⊥|δ(ε− E)

(5.39)

となる。また、以後の解析では重要にならないため、N0 = 1とした。

6論文中の式 (3) と若干違うが、こちらの式は ξ0 と ∆∞ との関係式を使っていないためである。こちらの式の方が不
要な仮定を必要としない分正確であると考えられる。
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coshの因子は、rの関数と考えると

ξk =
|vF⊥|

2|d|∆∞
(5.40)

程度で減衰する関数と見なすことができる。よって、状態数Nvortex は

Nvortex ∼
∫
dSF

|vF |
|d|
∫ 2π

0

dα

∫ ra

0

rdrδ(ε− E)Θ(ξk − r) (5.41)

と大雑把に見積もることができる。Nvortexが raに依るかどうかは、raと ξk のどちらが大きいか
で決まる。もし、ra > ξk であれば、Nvortex は

Nvortex ∼
∫
dSF

|vF |
|d|
∫ 2π

0

dα

∫ ξk

0

rdrδ(ε− E) (5.42)

となり、Nvortex は ra に依らない。故に、

N ∝ H (5.43)

となる。これはノードを持たない超伝導体での Volovikの議論と等しい。
一方、ra < ξk のときは、デルタ関数 δ(ε− E)を

δ(ε− E) =
∑

i

δ(α− αi)

r| cos(αi − θv) 2ξ0∆2
∞|d(kF )|2

|vF⊥(kF )| |
=
∑

i

δ(α− αi)
r| cos(αi − θv)|K

(5.44)

sin(αi − θv) ≡ ε

rK
(5.45)

K ≡ 2ξ0∆2
∞|d(kF )|2

|vF⊥(kF )|
(5.46)

と変形して α積分を行うと、

Nvortex ∼
∫
dSF

|vF |
|d|
∑

i

1
| cos(αi − θv)|K

∫ ra

0

dr (5.47)

= ra

∫
dSF

|vF |
|d|
∑

i

1
| cos(αi − θv)|K

(5.48)

となり、

N ∝
√
H (5.49)

となる。ノードを持つ超伝導体では、必ず ξk > raの領域が存在する。これがVolovikの
√
H と呼

ばれる磁場の大きさ依存性である。

5.5.2 KPAによる計算結果とその他の手法との比較
KPAによる計算結果が定量的にどの程度直接数値計算の結果と近いかを調べ、Doppler shift法

の結果とも比較する。直接数値計算とは、Riccatiの微分方程式を数値的に解く計算を意味する。磁
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図 5.5: 球形フェルミ面を持つ dx2−y2 波超伝導体での KPAで計算した ZEDOSの磁場回転依存
性。赤丸、緑四角、青三角はそれぞれ polar angleが θM = π/2、π/3、π/4 の場合。スメアリング
因子は η = 0.05∆∞、カットオフの長さは ra = 7ξ0 とした。

場の回転に関するパラメータとして、c軸から傾けた polar angleを θM、a軸から傾けた horizontal
angleを αM とする。
まず始めに、dx2−y2 波超伝導の場合を考える。我々は、球形フェルミ面を持つ系の dx2−y2 波

(d = cos 2φ sin2 θ)超伝導の、KPAによるゼロエネルギー状態密度 (ZEDOS)(ε = 0) を考える。こ
のときの ZEDOSの磁場回転依存性は、図 5.5に示すように、極小点はカスプ的ではなく、その最
大値と最小値の振幅の比は 3.5%である。この結果は, Miranovicらの渦糸格子系でのセルフコンシ
ステントな数値計算結果（カスプ的極小点無し、最大値と最小値の振幅の比が 3.5%。）とほぼ一致
する（図 5.4）[234]。同様の計算を Doppler shift法で計算すると、カスプ的極小点無し、最大値
と最小値の振幅の比が 4.9%となった。
次に、円筒形フェルミ面を持つ dx2−y2 波 (d = cos 2φ)超伝導の場合の ZEDOSの磁場回転依存

性を調べた。図 5.6(a)(b)に示すように、KPAの計算結果では、カスプ的極小点が存在し、最大値
と最小値の振幅の比は 20%-23%となった。この KPAの計算結果と比較する為に、我々は Riccati
方程式を直接数値的に解いて ZEDOSの磁場回転依存性を計算した。その際、単一渦糸を考え、そ
の周りの超伝導ギャップの形を式 (5.21)に仮定し、四次のルンゲクッタ法で非自己無撞着に計算し
た。図 5.6(b)に示すように、カスプ的極小点が存在し、最大値と最小値の振幅の比は 18%となっ
た。一方、Doppler shift法では、最大値と最小値の振幅の比は 30%ととても大きな値となること
が知られている [233]（図 5.7参照。）。
さて、次に我々は、ZEDOSの振幅の最大値と最小値の比がどの程度 polar angleに依存してい
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るのかを調べる。Izawaらは、熱伝導率の磁場の polar angle依存性を実験的に測定している。我々
は、Fermi面の形状の違いと、超伝導ギャップの対称性の違いによって ZEDOSの polar angle依
存性がどのように変わるかを調べる。その際、以下の四つのケース：

• ラインノードと球形フェルミ面を持つ系: dx2−y2 波 (d = cos 2φ sin2 θ)

• ラインノードと円筒形フェルミ面を持つ系 dx2−y2 波 (d = cos 2φ)

• ポイントノードと球形フェルミ面を持つ系: s+ g波 (d = (1 + sin4 θ cos 4φ)/2)

• ポイントノードと円筒形フェルミ面を持つ系: s+ g波 (d = (1 + cos4(kz/2) cos 4φ)/2)

を考える。
図 5.5と図 5.8(b)に示すように、同じ球形フェルミ面でもラインノードを持つかポイントノー

ドを持つかで polar angle依存性は異なっている。球形フェルミ面でラインノードを持つ場合は、
polar angle依存性は強くない。しかし、球形フェルミ面でポイントノードを持つ場合もそれほど
polar angle依存性は強くないので、これら二つの超伝導対称性の区別をつけるのは難しい。
一方、円筒形フェルミ面の場合では、図 5.6(a)と図 5.8(a)に示されているように、ラインノー

ドの場合もポイントノードの場合も強い polar angle依存性を示す。ただし、円筒形フェルミ面で
ラインノードの場合は、円筒形フェルミ面でポイントノードの場合と比べて振幅の最大値と最小値
の比が大きい。
以上より、比熱や熱伝導率の面内磁場回転の polar angle依存性からは、ラインノードを持つか

ポイントノードを持つかは実験的に判断できない、ということがわかる。なぜなら、ZEDOSの
polar angle依存性は、超伝導ギャップの形状よりもフェルミ面の形状に依っているからである。
円筒形フェルミ面と球形フェルミ面でなぜ ZEDOSが異なるのかを、d超伝導体の場合において
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図 5.9: フェルミ面上でのギャップノード領域の模式図。d波超伝導の場合。(a):球形フェルミ面。
(b):円筒形フェルミ面。それぞれの左と右の図は上面図と側面図。斜線領域はギャップノード近傍
を意味している。

考える。式 (5.48)の議論より、clean limit η → 0での状態密度 N は

N ∼ 1
πr2a

∫
dSF

|vF |
|d|
∑

i

1
| cos(αi − θv)|

|vF⊥|
2ξ0∆2

∞|d|2

∫ ra

0

dr cosh[r cos(αi − θv)]−2|d|∆∞ξ0/|vF⊥|

(5.50)

と書ける。この状態密度を各波数ごとの状態密度Nk

N ≡
∫
dSF

|vF |
Nk (5.51)

にわけて考える。|d| ∼ 0であるギャップノード領域においては、Nk は

Nk ∼ 1
|d|
∑

i

1
| cos(αi − θv)|

|vF⊥|
2ξ0∆2

∞

∫ ra

0

dr (5.52)

となり、Nk は | cos(αi − θv)| = 0 のときか d = 0 のときに発散する。それ以外の領域では、
| cos(αi − θv)| = 0のときのみに発散する。よって、ギャップノード近傍での準粒子状態密度Nk の
方が、アンチノード近傍の準粒子の準粒子状態密度Nkよりも状態密度N への寄与が大きい。従っ
て、ギャップノード近傍の準粒子のフェルミ速度 vF と磁場H が平行になったとき、状態密度は
小さくなる。円筒形フェルミ面と球形フェルミ面で ZEDOSが違うのは、ある磁場とフェルミ速
度が平行になるギャップノード近傍領域がフェルミ面上でどの程度を占めているかが違うからであ
る。球形フェルミ面の場合は、フェルミ面が球なので、H ‖ vF となる領域はポイント状に存在す
る (図 5.9(a)参照。)。一方、円筒形フェルミ面の場合には、同じフェルミ速度 vF を持つ準粒子が
円筒形に沿って存在する。そのため、H ‖ vF となる領域は円筒の上の直線状領域である。このよ
うな広い領域が vortexに束縛されなくなるので、ZEDOSは劇的に小さくなり、カスプ的極小点
が現れる。磁場が完全に面内を向いていればギャップノード近傍の準粒子は完全に ZEDOSに寄与
しなくなるが、polar angleを変化させ面内から磁場を傾けると、vF には磁場に垂直な成分も含ま
れるので ZEDOSに寄与する項が残る。よって、磁場回転依存性は弱まる。

5.6 Doppler shift法の問題点
Doppler shift法において DOSに寄与する準粒子は、式 (5.11)から

|mvF · vs| > |∆(kF )| (5.53)
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図 5.10: 円筒形フェルミ面とポイントノードを持つ超伝導体の ZEDOSの磁場回転依存性。赤線：
KPA、緑線：Doppler shift法 [237]。

を満たす準粒子のみである。よって、|∆(kF )|が小さくなるノード方向の準粒子がDOSに寄与し、
|∆(kF )|が十分に大きいアンチノード方向の準粒子は完全に無視されている。この特徴は、Doppler
shift法がギャップノード近傍の準粒子の寄与がKPAのものと比べて相対的に大きく見積もりすぎ
る原因となっている。その結果、ZEDOSの面内磁場回転を行ったときにより大きな振幅が得られ
てしまうのである。Doppler shift法におけるこの問題点は、第一原理計算に基づくような複雑な
フェルミ面を使って超伝導対称性を議論する際に、誤った結論を出してしまう可能性がある。たと
えば、フェルミ面のある限られた領域において円筒形フェルミ面的にフラットな形状をしており、
そこにポイントノードが存在する場合を考える。このとき、このフラットな形状をしている領域
において超伝導ギャップが十分に小さければ、Doppler shift法では、円筒形フェルミ面上のライ
ンノードの場合のようにカスプ的極小点が生じうる。なぜなら、有限の長さのギャップノードと、
運動量空間全体にわたる直線状のラインノードは、ギャップノード近傍だけ見ていても区別がつき
にくいからである。もう一つの例として、円筒形フェルミ面とポイントノードを持つ超伝導体の
場合の面内磁場回転 ZEDOSの Doppler shift法による結果を図 5.10に示す。見てわかるように、
Doppler shift法を用いるとカスプ的極小点が得られてしまう。一方、KPAでは、最大値と最小値
の振幅の比は Doppler shift法と比べると大きくなく、また極小点はカスプ的ではない。これは、
KPAは、Doppler shift法が無視したアンチノード近傍の準粒子の DOSへの寄与を正しく取り入
れているからである。別の言葉で言い換えれば、KPAは、実空間でのギャップノード（渦糸コア）
と運動量空間でのギャップノードの両方の寄与を取り入れた近似であると言える。
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5.7 KPAによる計算例：YNi2B2C

磁場回転比熱・熱伝導率測定が行われているYNi2B2Cを解析する為に、KPAを用いて磁場回転
ZEDOSの計算を行った。その際、フェルミ面としては第一原理計算によって得られたものを使用
し、超伝導ギャップは STM/STS測定の結果とコンシステントとなるものを使用した。なお、本小
節の結果は Journal of Physics: Conference Series 150 052177 (2009)において出版済みである。
この物質は第一原理計算によると三種類のフェルミ面からなる (図 5.11参照)。STM/STS測定

図 5.11: バンド計算によるフェルミ面 [232]。

の結果を用いて超伝導ギャップを決める方法に関しては、修士論文 [231]及び Physical Review B
76 214514 (2007)にまとめてある。このとき得られたポイントノードの位置を図 5.12に示す。

図 5.12: STM/STS測定と比較して得られた超伝導ギャップの位置 [166]。黒丸がギャップノード、
白丸がギャップの値が最大値の半分の場所。

実際のフェルミ面は三種類あるが、一番小さな 19thバンド由来のフェルミ面は DOSが小さい
ので、ZEDOSを計算する際には無視できる。実際、DOSの大きさは 17th、18th、19thバンド由
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来のフェルミ面からの寄与をそれぞれNF17、NF18、NF19 とすると、

NF17 = 48.64 [states/Ry]

NF18 = 7.88 [states/Ry]

NF19 = 0.38 [states/Ry]

である [232]。そこで、一番大きな 17thバンド由来のフェルミ面には STM/STS測定と比較して
得られた超伝導ギャップ構造を用い、18thバンド由来のフェルミ面には等方的にギャップが開いて
いるとして、ZEDOSの磁場回転依存性を計算した。その結果を図 5.13に示す。

17thバンド由来のフェルミ面が作る ZEDOSは、図 5.13(a)に示すように、[100]方向や [010]方
向に極小点を持つ四回回転対称の面内磁場回転依存性を持つ。これは、ギャップノード近傍の準粒
子 (図 5.12の黒丸近傍)のフェルミ速度が [100]方向や [010]方向を向いているからである。
図 5.13(b)の 18thバンド由来のフェルミ面のみを使用した ZEDOSが、超伝導ギャップを等方

的と仮定したにもかかわらずカスプ的極小点を持っているのは、フェルミ面の形状に由来するもの
である。18thバンド由来のフェルミ面は比較的四角い形をしており、その四角の一辺の領域の準
粒子のフェルミ速度と磁場が平行になったとき、比較的広い領域の準粒子が束縛されなくなるので
DOS が小さくなる。該当するフェルミ速度は a軸に平行なので、図 5.13(b)の ZEDOSは 0[rad]
や π/2[rad]で極小点を取る。なお、宇田川らは、KPAとは異なる方法で、四角いフェルミ面と等
方的ギャップを用いてカスプ的極小点を得ている [238]。また、Doppler shift法では、このような
ギャップが開いているフェルミ面では DOSは生じない。

17thバンド由来のフェルミ面と 18thバンド由来のフェルミ面の両方を考慮して計算した ZEDOS
は、図 5.13(c)が示すように、ほとんど図 5.13(a)と変わらない。これは、18thバンド由来のフェ
ルミ面の DOS が、17th バンド由来のフェルミ面の DOS より小さいため (r = NF18/NF17 =
7.88[states/Ry]/48.64[states/Ry] ∼ 0.16)である。
振幅の最大値と最小値の比は 8%程度である。YNi2B2Cの熱伝導率の測定では、0.43Kで 1Tの

とき 2%[229]、0.5Tのとき 4.5%[239] である。また、比熱の測定では、2Kで 1Tのとき 4.7%[230]
である。KPAが低温低磁場極限で有効である近似であることを考えれば、我々の得た結果はこれ
らの実験結果とコンシステントであると言える。ただし、より詳細に比較するには、実際に比熱や
熱伝導率を計算しなければならない。極小値の方向に関しては、実験結果とコンシステントであ
る。これらの結果から、STM/STS測定を解析して得られた超伝導ギャップ構造は、比熱・熱伝導
率の面内磁場回転依存性の実験結果とコンシステントであることがわかる。しかしながら、我々の
計算した ZEDOSと熱伝導率の極小値付近での鋭さに関して言えば、実験結果の方が鋭くカスプ的
になっているので、我々の超伝導ギャップ構造は実験の完全な説明を与えているわけではない。ま
た我々の用いた超伝導ギャップでは、熱伝導率測定の polar angle依存性は説明できない。これら
の問題は、STM/STS測定の情報には含まれない kc 軸方向の超伝導ギャップの異方性を考慮にい
れることで解消できるかもしれない。
第一原理計算から得られた YNi2B2Cの複雑な三次元的なフェルミ面を用いて KPAで ZEDOS

を計算できたということは、他の多くの物質においても現実のフェルミ面を用いて解析することが
可能であることを示している。
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図 5.13: YNi2B2Cの ZEDOSの面内磁場回転依存性。(a)17番目のバンド由来のフェルミ面のみ
を考慮した場合。(b)18番目のバンド由来のフェルミ面のみを考慮した場合。(c)17番目と 18番
目のフェルミ面を両方を考慮した場合。超伝導ギャップは STM/STS測定を再現するものを使用。
η = 0.05∆0、ra = 7ξ0。

5.8 もう一つのKPAによる方法との比較
5.8.1 経緯

Mel’nikovらは、Kramerと Peschの原論文に基づく (Riccai方程式を使わない)KPAが、本来近
似の適応領域外の ε ∼ ∆の領域まで、BdG方程式を解くことによる数値計算結果 (kF ξ = 1/200)
とよく一致することを示した [240]。我々がいままで用いてきた KPAは、Riccati方程式をエネル
ギー ε、インパクトパラメータ y で摂動展開する方法である。そのため、我々の手法では、束縛
状態のエネルギーとインパクトパラメータは常に比例関係 ε ∼ y にある。実際の数値計算では、
ε → ∆で y → ∞になることがわかっており、我々の手法は高エネルギー領域ではうまくいかな
い。Mel’nikovの方法も我々の方法も Kramer-Peschの原論文を参考にしているという意味で同じ
方法であり同じ精度になるはずだが、異なっている。これは、我々の Riccati方程式を用いた摂動
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論における摂動パラメータがオリジナルの KPAと異なることを意味する。

5.8.2 Kramer-Peschオリジナルによる方法
Mel’nikovらの論文や Kramer-Peschの論文は Riccati方程式を用いない方法なので、そのまま

ではどのような摂動展開を行っているかがわかりにくい。よって、彼らの論文の方法を Riccati方
程式を用いた方法に焼き直す。
彼らの用いた摂動論は、超伝導ギャップの虚部に関する一次の摂動であることがわかった（付録

D参照。）。まず、Riccati方程式の a, bと超伝導ギャップ∆を

a = āeiθv (5.54)

b = b̄e−iθv (5.55)

∆ = ∆̄eiθv (5.56)

として ā, b̄, ∆̄を導入する。このとき Riccati方程式は

|vF⊥|(kF )
∂

∂s
ā = +2iεā− ā2∆∗ + ∆, (5.57)

|vF⊥|(kF )
∂

∂s
b̄ = −2iεb̄+ b̄2∆ − ∆∗. (5.58)

となる7。
ここで、超伝導ギャップ ∆̄を

∆R = Re ∆̄ = f(s, y)d(kF )∆∞
s√

s2 + y2
(5.59)

∆I = Im ∆̄ = f(s, y)d(kF )∆∞
y√

s2 + y2
(5.60)

と実部と虚部にわけると、Riccati方程式は

|vF⊥|
∂

∂s
ā(s) − 2iεā+ (∆R − i∆I)ā2 − ∆R − i∆I = 0 (5.61)

|vF⊥|
∂

∂s
b̄(s) + 2iεb̄− (∆R + i∆I)b̄2 + ∆R − i∆I = 0 (5.62)

と書くことができる。KPAオリジナルの摂動論を Riccati方程式を用いて行うには、この Riccati
方程式をエネルギー εと超伝導ギャップの虚部∆I の 1次までで展開して解けばよい。
計算の詳細は付録Dを参照することにして、結果だけを述べる。KPAオリジナルによる準古典

遅延通常 Green関数 gは

g =
−iπ

− 2i
|vF⊥|e

u(s)

[
(ε+ iη)

∫∞
−∞ e−u(s)ds′ − |d(kF )|∆∞

∫∞
−∞ f(s′, y) y√

s′2+y2
e−u(s′)ds′

] (5.63)

7ここまでは従来の KPA と同じである。
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となる。ここで超伝導ギャップの空間依存性 f(s, y)を

f(s, y) =
r√

r2 + ξ2
=

√
s2 + y2√

s2 + y2 + ξ2
(5.64)

と置けば、u(s)は

u(s) = 2
|d(kF )|
|vF⊥|

∆∞

(√
s2 + y2 + ξ2 −

√
y2 + ξ2

)
(5.65)

となり、Green関数の分母に含まれる積分は、定積分:∫ ∞

0

e−
√

x2+a2
dx = aK1(a) (5.66)∫ ∞

0

1√
x2 + a2

e−
√

x2+a2
dx = K0(a) (5.67)

を用いると評価することができ、Green関数は

g =
−iπ

− 4i
vF
e
2

|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
s2+y2+ξ2

K1

(
2|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
y2 + ξ2

)√
y2 + ξ2 [ε+ iη − E(s, y,kF )]

(5.68)

=
π|vF⊥|

4
√
y2 + ξ2

e
−2

|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
s2+y2+ξ2

(ε− E(s, y,kF ))K1

(
2|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
y2 + ξ2

) (5.69)

=
π|vF⊥|e

−2
|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
s2+y2+ξ2

4K1

(
2|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
y2 + ξ2

)√
y2 + ξ2

ε− E(s, y,kF ) − iη

(ε− E(s, y,kF ))2 + η2
(5.70)

となる。ここで、

E(s, y,kF ) = |d(kF )|∆∞
y√

y2 + ξ2

K0

(
2|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
y2 + ξ2

)
K1

(
2|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
y2 + ξ2

) (5.71)

であり、Kn(x) は n 次の第二種変形ベッセル関数 (McDonald 関数) である8。局所状態密度は
N(ε, s, y) = (−1/π)Im g(ε, s, y)と計算できるので、

N(ε, s, y) =
|vF⊥|e

−2
|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
s2+y2+ξ2

4K1

(
2|d(kF )|
|vF⊥| ∆∞

√
y2 + ξ2

)√
y2 + ξ2

η

(ε− E(s, y,kF ))2 + η2
(5.72)

となる。Andreev束縛状態のエネルギーのインパクトパラメータ y依存性は

ε = |d(kF )|∆∞
y√

y2 + ξ2

K0

(
2|d(kF )|

vF
∆∞

√
y2 + ξ2

)
K1

(
2|d(kF )|

vF
∆∞

√
y2 + ξ2

) (5.73)

である。
8 このエネルギーとインパクトパラメータの関係式は、超伝導グラフェンでの渦糸状態について議論した Khaymovich

の論文 [241] に載っていることに導出したあとに気づいた。したがって、我々が初めて得た表式ではない。
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図 5.14: 左：縦軸エネルギー ε、横軸インパクトパラメータ y。縦軸、横軸の単位はそれぞれ∆∞、
ξ。青線：従来の我々が使用していた KPA、赤線：式 (5.73)。右：Mel’nikovらの結果 [240]。

5.8.3 従来のKPAやMel’nikovらの方法との比較
図 5.14 左に、Andreev 束縛状態 ε のインパクトパラメータ y 依存性を示す。今回得られた式

(5.73)は、図 5.14右のMel’nikovらの結果と完全に一致する。Mel’nikovらは kF ξ = 1/200におけ
る単一渦糸での BdG方程式を解いた結果が、準古典近似の KPAによる結果と等しいことを示し
ているので、我々の Riccati方程式を用いた方法も BdG方程式を解いた結果によく一致すること
が予想される。ここで、従来のKPAとして載せた青線の原点の傾きが赤線と異なるのは、従来の
KPAの近似精度が悪いからではないことを指摘しておく。従来のインパクトパラメータ yで摂動
展開して得た KPAも、積分を数値的に評価すれば、赤線の原点における接線の傾きに一致する。
次に、インパクトパラメータ y を固定しギャップの異方性 d(kF )を変化させた場合の結果を見

る。これらの結果から、ギャップの異方性は従来の KPAの

ε ∼ y|d(kF )|2 (5.74)

ではなく、

ε ∼ y|d(kF )| (5.75)

に近いことがわかる。これは、エネルギーを固定したとき、インパクトパラメータ yが

y ∼ 1
|d(kF )|

(5.76)

のように |d(kF )|に反比例していることを意味している。
また、図 5.14左の結果から、新しいKPAはかなりの高いエネルギー領域まで精度が良いことが

わかるので、状態密度ではなく有限温度有限磁場の比熱や熱伝導率の KPAによる計算9も実行可
能であることがわかる。
以上の結果から、今後、鉄系超伝導体等の第一原理計算結果に基づいたフェルミ面を使って磁場

回転 ZEDOSを計算する場合は、この新しい KPAを使ったほうがよいことがわかる。2009年 12

9 有限温度領域ではフェルミ分布関数と Green関数の積のエネルギー積分が必要となるので、高エネルギー領域まで精
度がよいことが要求される。
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図 5.15: Mel’nikovらの結果との比較。縦軸エネルギー ε、横軸 d(kF )。青線：従来の我々が使用
していた KPA、赤線：式 (5.73)。

月現在、ノードを持つと言われている鉄系超伝導体 BaFe2(As0.67P0.33)2 (Tc ∼ 30K)の磁場回転
状態密度計算を第一原理計算結果に基づいたフェルミ面を用いて行うため、日本原子力研究開発機
構システム計算科学センターの中村博樹氏、中井宣之氏、町田昌彦氏と、大阪府立大学ナノ科学・
材料研究センターの林伸彦氏との共同研究を行っている。

5.9 まとめ
我々は、Kramer-Pesch近似を磁場回転比熱・熱伝導率実験の新しい解析手法として導入した。

KPAを用いて典型的なフェルミ面を持つ系をいくつか仮定し、面内で磁場を回転した場合のゼロエ
ネルギー状態密度 (ZEDOS)を計算した。その結果、面内磁場回転 ZEDOSにはフェルミ面の形状
の効果が影響を及ぼすことがわかった。この結果は、実験結果を解析する際に現実的なフェルミ面
形状を考えなければ誤った結論を出してしまう可能性があることを示唆している。また、Doppler
shift法は超伝導ギャップノード近傍の準粒子由来の状態密度を過大評価してしまい、その結果フェ
ルミ面形状の効果を正しく反映されないことがわかった。
我々は、複雑なフェルミ面を持つ系の例として YNi2B2Cを考え、第一原理計算によって得られ

たフェルミ面と STM/STS実験の結果を再現する超伝導ギャップ構造を用いれば、Izawaらや Park
らの磁場回転比熱・熱伝導率実験の結果を再現できることを見いだした。この結果は、第一原理計
算と組み合わせた ZEDOSの計算が、実際に現実的な計算機時間内で実行できることを示した例で
もある。
最後に、もう一つのKPAとして知られている、Mel’nikovらが用いているKPAを Riccati方程

式から導出し、その精度がいままで使っていたKPAよりも良いことを確かめた。今後、鉄系超伝
導体の磁場回転比熱・熱伝導率測定の解析を第一原理計算結果に基づくフェルミ面を使って議論す
る際には、この新しいKPAを使って計算したほうがよいだろう。我々は 2009年 12月現在、鉄系
超伝導体 BaFe2(As0.67P0.33)2 を念頭において状態密度の磁場回転依存性を調べている。
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6.1 各章のまとめ
第１章では、現時点での鉄系超伝導体の超伝導状態に関して実験的にわかっていることを述べ、

何を明らかにすべきかについて議論した。鉄系超伝導体には、1111系 122系 111系 122系 22426
系とたくさんの種類がある。それらの超伝導発現機構がすべて同じであるかどうかは、まだわかっ
ていない。現時点で多くの鉄系超伝導体で実現している超伝導対称性として有力なのは、±s波超
伝導である。±s波超伝導とは、すべてのフェルミ面上で超伝導ギャップで開いているという意味
では s波超伝導であるが、異なるバンドからなるフェルミ面間（ホール的フェルミ面と電子的フェ
ルミ面）での超伝導秩序変数の符号が異なる超伝導である。1111系や 122系の超流動密度の温度
依存性の測定、122系の角度分解光電子分光実験による超伝導ギャップの観測、11系の STM/STS
による dI/dV のエネルギー依存性などから、すべてのフェルミ面上で超伝導ギャップが開いてい
ると予想されている。異なるバンドからなるフェルミ面間で超伝導秩序変数の符号が異なっている
というのは、1111系 122系 11系の NMR測定の 1/T1 が Tc 直下にコヒーレンスピークを持たな
いということと、1111系多結晶の半整数量子化磁束侵入の観測、等の実験結果から予想されてい
る。理論側でも、異なるバンド間のフェルミ面にネスティングが存在していることによる反強磁性
揺らぎによる ±s波超伝導の実現のシナリオが提唱されていた。以上の実験結果や理論結果から、
±s波超伝導が鉄系超伝導体の超伝導対称性としてもっとも有力であると考えられている。しかし
ながら、±s波超伝導を仮定しなくても実験結果を説明できると主張するグループもあり、本当に
±s波超伝導が鉄系超伝導体の超伝導対称性かどうかを調べることは重要である。本博士論文では、
まず ±s波超伝導シナリオが NMR測定の 1/T1 と超流動密度の温度依存性を説明できることを第
２章で示した。第３章と第４章では実験的に ±s波超伝導を検出するための方法を論じた。
RFe2(As1−xPx)2 (R = Ba,Sr)等の一部の物質では、超流動密度の温度依存性や熱伝導率の磁場

依存性、NMR測定の 1/T1 の温度依存性などから、超伝導ギャップにノードがあると考えられて
いる。これらの「例外」な物質の超伝導ギャップノードの運動量空間での場所を特定することがで
きれば、他の「通常」の鉄系超伝導体の物性との比較を通して、鉄系超伝導体で実現している超伝
導発現機構が明らかになるかもしれない。本博士論文の第５章では、超伝導ギャップノードの運動
量空間での場所を特定するための実験手段である磁場回転比熱・熱伝導率測定に着目し、より定量
性のある新しい理論解析手法を提案した。
以下に、各章で行ったことの概要について述べる。
第２章では、有効二次元 5バンドモデルを用いて、核磁気緩和率 1/T1と超流動密度の温度依存性

を計算した。そして、NMRの 1/T1が Tc直下でコヒーレンスピークを持たず、低温で 1/T1 ∝ T 3

となることと、超流動密度が低温でフラットになることは、異方的±s波超伝導シナリオによって
説明できることを示した。このときの異方性の強さは、超伝導ギャップの最大値が最小値の四倍程
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度である。また、異方的±s波超伝導シナリオ以外でも NMRの実験結果を説明できるかどうかを
調べるため、第一原理計算結果による複数のバンドからなる三次元的フェルミ面を用いて等方的
±s波超伝導を仮定しての計算も行った。その際、1111系の具体例として LaOFeAs、122系の具
体例として BaFe2As2の第一原理計算結果を用いてそれぞれ議論した。このとき、122系に関して
は、角度分解光電子分光で得られた超伝導ギャップを使うことで、核磁気緩和率の 1/T1 の振る舞
いを説明することに成功した。1111系に関しては、各バンドごとに異なる大きさの超伝導ギャッ
プを用意し、あるバンドのフェルミ面上の超伝導ギャップが他のバンドの超伝導ギャップよりもか
なり小さいと仮定することで、核磁気緩和率の 1/T1の振る舞いを説明することができた。有効二
次元 5バンドモデルの結果も、第一原理計算結果による三次元的フェルミ面を用いた結果も、フェ
ルミ面上のある場所での超伝導ギャップが他の場所よりも小さくなっていなければ、NMRの 1/T1

の低温での振る舞いを説明できないという意味では同じ結論となっている。
第３章では、±s波超伝導を検出するための方法として界面にできるAndreev束縛状態に着目し

た。界面にできる Andreev束縛状態はポイントコンタクトスペクトロスコピー (PCAR)によって
検出可能である。我々は、マルチバンド系の界面束縛状態を調べるために、松本と斯波によるシン
グルバンド系の界面束縛状態の理論を nバンド系へと拡張した。我々は、準古典近似を用いること
によって、マルチバンド系の無摂動Green関数を界面に垂直な運動量 kxで積分する方法を開発し
た。そして、準古典条件∆/EF � 1が成り立つマルチバンド系における界面にゼロバイアスコン
ダクタンスピーク (ZBCP)が出現する条件を導出し、その条件式は超伝導秩序変数の大きさに依
存せず相対的な位相差に依存することを見いだした。鉄系超伝導体もフェルミエネルギー EF が超
伝導ギャップ ∆よりはるかに大きいため、準古典条件は適用可能であるはずである。我々は、今
回開発した手法を用いて、2バンドモデルと 5バンドモデルの両方の場合の、±s波超伝導を仮定
した時の界面での状態密度のエネルギー依存性を計算した。その結果、どのエネルギーで状態密度
のピークが出るか（Andreev束縛状態がどのエネルギーに出現するか）は、超伝導ギャップの大き
さの異方性にほとんど依らず、界面の角度と常伝導状態の性質に依っていることがわかった。我々
のこの結論は、±s波超伝導体での PCARの結果が、物質の組成やドープ量という常伝導状態の
性質に依存して非常に複雑になるであろうことを示唆している。実際に多数行われている PCAR
の実験では、鉄系超伝導体で ZBCPが出るか出ないかということのコンセンサスが得られておら
ず、もしかすると、物質や実験ごとに異なる結果を与えるということ自体が、鉄系超伝導体が ±s
波超伝導である証拠のひとつかもしれない。しかしながら、鉄系超伝導体の研究はまだ始められて
2年ほどであり、実験手法や試料の質など実験的に最適化すべき条件が整えられていない可能性も
高く、まだ結論を出すには早いであろう。ただし、超伝導ギャップのエネルギーよりも低いエネル
ギーに状態が存在するのであれば、それが運動量空間中の超伝導秩序変数に何らかの位相変化があ
ることを示唆している。よって、鉄系超伝導体のスペクトロスコピーの実験において超伝導ギャッ
プの内側に何らかのピーク構造があり、それが実験グループに依らずに存在することがわかれば、
±s波超伝導の証拠のひとつとなりうるだろう。
第４章では、様々な超伝導対称性における渦糸コアでの不純物効果を調べた。STM/STSを用い

た準粒子干渉効果の測定を用いると、超伝導状態の不純物散乱のコヒーレンス因子を調べることが
できる。我々は、渦糸まわりにできる低エネルギー Andreev束縛状態が非磁性不純物によってど
のように散乱するかを、渦糸近傍低エネルギー領域で有効な解析的理論であるKramer-Pesch近似
を用いて、不純物自己エネルギーの虚部をとって不純物散乱率を計算することで調べた。マルチバ



6.2. 鉄系超伝導体の超伝導対称性の実験的検出手法について 123

ンド系の渦糸コア中では、シングルバンド系には存在しない符号反転前方散乱が生じうる。ここ
で、符号反転前方散乱とは、超伝導秩序変数が散乱の前後で符号が変化し、散乱前後の準粒子の
フェルミ速度がほとんど変わらない散乱である。この散乱の不純物散乱強度は非常に強い。電子的
フェルミ面とホール的フェルミ面の複数のフェルミ面を持つ鉄系超伝導体の場合、±s波超伝導を
仮定すると、q空間中の広い領域にわたって強いアーク状ピークが現れる。したがって、±s波超
伝導体は、STM/STS測定による dI/dV の q依存性を調べることで特定できるはずである。
第５章では、超伝導ギャップノードの運動量空間中の位置を実験的に検出できる方法のひとつで

ある磁場回転比熱・熱伝導率測定の低磁場領域での新しい理論解析手法として、Kramer-Pesch近
似 (KPA)を導入した。従来実験結果の解析に使われていた手法は、Doppler shift法と呼ばれる方
法である。Doppler shift法は簡便な計算手法なので多くの物質の解析に使われてきたが、我々は
Doppler shift法がフェルミ面の形状の効果を系によっては正しく反映できない可能性を指摘した。
Doppler shift法は渦糸コア近傍の状態を無視する近似である。状態密度は、超伝導ギャップノー
ド近傍の準粒子が渦糸近傍の超流動流による Doppler効果を受けて励起することによって生じる。
そのため、Doppler shift法の問題点は、超伝導ギャップノード近傍の寄与を過大評価してしまう点
にある。また、Doppler shift法で計算するにあたって、フェルミ面の形状の効果というのはほと
んど注意を払われてこなかった。我々はKPAを用いて典型的なフェルミ面を持つ系をいくつか仮
定し、面内で磁場を回転した場合のゼロエネルギー状態密度 (ZEDOS)を計算した。この結果は、
実験結果を解析する際に現実的なフェルミ面をきちんと考慮しなければ、誤った結論を出してしま
う可能性があることを示唆している。我々は微分方程式を直接数値的に解いた計算結果とKPAに
よる結果を比較し、Doppler shift法とは異なり定量的にもよく数値計算結果をKPAは再現するこ
とを確認した。複雑なフェルミ面を持つ系への KPAの適用例として、YNi2B2Cを考えた。第一
原理計算によって得られたフェルミ面と STM/STS実験の結果を再現する超伝導ギャップ構造を用
いれば、Izawaらや Parkらの磁場回転比熱・熱伝導率実験の結果を再現できることを見いだした。
最後に、もう一つのKPAとしてMel’nikovらが用いていたKPAをRiccati方程式から導出し、そ
の精度がいままで使っていたKPAよりもよいことを確かめた。今後、鉄系超伝導体の磁場回転比
熱・熱伝導率測定の解析を第一原理計算に基づくフェルミ面を使って議論する際には、この新しい
KPAを使った方がよいだろう。

6.2 鉄系超伝導体の超伝導対称性の実験的検出手法について
これら各章の結果を踏まえて、鉄系超伝導体の超伝導対称性に関して本論文が明らかにしたこと

を述べる。まず、実験の状況としては、「±s波超伝導が実現しているか否か」に関しては、「現時
点では確定的な実験は存在しない」と言える。そして、鉄系超伝導体が±s波超伝導であるかどう
かを実験的検出する本論文で検討した手法は二つあり、それぞれの結果は

• ポイントコンタクトスペクトロスコピー実験では、超伝導対称性が ±s波であるかどうかを
判断しづらい（第３章）

• クリーンな系での QPIパターンの STM/STSによる測定が有力（第４章）

となっている。したがって、STM/STSで観測した際に磁束近傍に Andreev束縛状態が形成され
ていることが見える程度にクリーンな鉄系超伝導体があれば、その物質の磁場中での QPIパター
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ンと第４章で計算した不純物散乱率の q依存性を比較することで、「その物質で ±s波超伝導が実
現しているか否か」が判断できるはずである。
超伝導ギャップにノードがあると実験的に予想されている物質 BaFe2(As0.67P0.33)2 に関して

は、磁場回転比熱・熱伝導率測定を行うことで超伝導ギャップノード位置の情報が検出できるは
ずである。その際には、第５章で開発した KPAによる手法と、第一原理計算によって得られた
BaFe2(As0.33P0.67)2 のフェルミ面の情報を用いることで、現実的な計算機時間内で理論解析が可
能となる。

6.3 系のマルチバンド性が物理量に与える影響と準古典近似
系のマルチバンド性が物理量に与える影響を研究する舞台として、鉄系超伝導体は良い舞台であ

る。特に、系のマルチバンド性と±s波超伝導のようなアンコンベンショナルな超伝導が物理量に
及ぼす影響については、鉄系超伝導体が発見される以前には十分に研究がなされていなかった。
本論文では、準古典近似を用いてマルチバンド系の研究を行った。準古典近似とは、フェルミ面

直上の準粒子のみを取り出す近似である。シングルバンド系では、フェルミエネルギー EF が超
伝導ギャップ∆よりもはるかに小さい (∆/EF � 1) というのが準古典近似の適用条件である。第
３章では、鉄系超伝導体に限らず、一般的なマルチバンド系に適用可能な理論を構築した。特に、
「複数の非連結フェルミ面があるシングルバンド系」と「マルチバンド系」の違いは、この理論で
は顕著である。なぜならば、バンド空間の行列で表されているGreen関数の逆行列を取るという操
作はシングルバンド系には無く、マルチバンド系ではその行列の行列式の値がゼロになるかならな
いかが束縛状態を作るか作らないかを決めるからである。第４章では「複数の非連結フェルミ面が
あるシングルバンド系」と「マルチバンド系」の違いはほとんど現れない。なぜならば、取り扱っ
ている不純物散乱による自己エネルギーが Born近似であるからである。Born近似の場合、バン
ド空間の行列の自己エネルギーの表式に、行列の無摂動Green関数の積が現れない。したがって、
Born近似以外の自己エネルギーの表式の場合には、シングルバンド系とマルチバンド系の違いが
現れる可能性がある。
鉄系超伝導体では準古典近似の適用条件が満たされていると考えられている。しかしながら、あ

るドープ領域では準古典近似が破綻しうる。鉄系超伝導体はドープ量によってフェルミ面が上下し、
電子的フェルミ面とホール的フェルミ面を持つ。電子ホールどちら側でも、大量にドープするとフェ
ルミエネルギーがバンドの底に接する。バンドの底は VanHove特異点となっており、状態密度の
波数依存性が非常に大きい。準古典近似ではフェルミ面直上の情報のみを取り出すので、VanHove
特異点近傍では成り立たない可能性がある。ただし、運動量空間の特定の領域のみで準古典近似が
破れている状況であるので、運動量空間で積分した結果得られる物理量にどの程度 VanHove特異
点が影響するかはわからない。VanHove特異点の存在が準古典近似にどのような修正を要求する
のかという問題は、鉄系超伝導体だけの問題ではなく、未解明である。

6.4 マルチバンド系における準古典運動方程式
シングルバンド系での Eilenberger方程式に対応するマルチバンド系のバンド空間の行列形式の

準古典運動方程式は、現時点で存在しない。準古典近似でマルチバンド系を扱う場合には、それぞ
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れのバンドごとに定義された準古典Green関数が従う Eilenberger方程式と、異なるバンド間の情
報をつなげるためのギャップ方程式を解くことが多い。そのため、シングルバンド系では存在する
準古典Green関数に対するダイヤグラムの手法に対応する手法がマルチバンド系にあるかどうかも
よく研究されていない。マルチバンド系での行列形式の準古典運動方程式を構築することができれ
ば、どのような条件において系のマルチバンド性が重要となるのかがより良く理解できるだろう。

6.5 まとめ
鉄系超伝導体は、その転移温度の高さと実現しうる超伝導体のバラエティーの豊かさから、発見

以来非常に多くの研究がなされている。本博士論文では、鉄系超伝導体の超伝導状態の性質に関す
る現状についてまとめ、その超伝導対称性の実験的同定を行うための方法を理論的に研究した。ま
た、鉄系超伝導体の研究を通じて、系のマルチバンド性が様々な物理量にどのような影響を与える
のか、マルチバンド系での準古典理論がどのような理論となり得るのか、を研究した。
鉄系超伝導体の超伝導対称性を同定する為の実験手法を理論的になるべく多く提案することは重

要である。また、多くの研究者が納得のできる超伝導対称性同定の方法を提案することは、鉄系超
伝導体研究に限らず重要な課題である。
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付 録A マルチバンド超伝導における核磁気
緩和率

A.1 核磁気緩和率と動的磁化率の関係
A.1.1 核磁気共鳴
まず最初に、核スピンだけの系を考えてみる。この系に静磁場H0 をかけると、ゼーマン相互

作用：

Hn = −µ · H0 (A.1)

が生じる。ここで、γは gyromagnetic ratio「磁気回転比」である。もしこの静磁場が z方向であ
れば

Hn = −γh̄H0Iz (A.2)

となる。ゼーマン相互作用以外のハミルトニアンが無い場合、この系の固有値は Iz の固有値に対
応して

E = −γh̄H0m (A.3)

m = I, I − 1, · · · ,−I (A.4)

という幅∆E = γh̄H0 の離散化したエネルギーになる。
静磁場のかかったこの系に、エネルギー h̄ω0 の電磁波を x方向に照射する。この電磁波のエネ

ルギーが

h̄ω0 = ∆E (A.5)

となる ω0のとき、核スピン系はエネルギーを吸収（放出）し、準位がmからm± 1に変化する。
この核スピンによるエネルギーの吸収を核磁気共鳴吸収と言う。

A.1.2 核スピンー格子系の緩和
次に、先ほど考えた核スピンの系の他に「格子」系（電子など）が存在し、スピン系と格子系で

エネルギーのやり取りがある場合を考える。格子系の粒子は常に温度 T の熱平衡状態にあるとす
る。核スピン系の温度を Tsとすると1、核スピン系が熱平衡状態になったとき、Ts = T である。簡

1スピン温度が定義できないような非平衡状態もあるが、ここではスピン温度が定義できる程度にゆっくりとした変化
のみを考えることにする。
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単のため I = 1/2の系を考える。このとき、m = +1/2とm = −1/2の準位の占有数をそれぞれ
N s

+、N s
− とする。格子系の i番目の準位の占有数を Ni、i番目の準位よりもエネルギーが h̄ω0 高

い準位 i′ の占有数をNi′ とする。
熱平衡時のスピン系の磁化をM0 とする。何らかの理由でスピン系の磁化がM0 からずれたと

き、どのようにM0 に緩和するのかを考える。スピン系と格子系がエネルギーを交換する確率を
Uii′ とし、Uii′ = Ui′i = Ui であれば、N s

+ とN s
− の時間発展は

dN s
+

dt
= N s

−W↓ −N s
+W↑ (A.6)

dN s
−

dt
= N s

+W↑ −N s
−W↓ (A.7)

W↓ ≡
∑

i

NiUi (A.8)

W↑ ≡
∑

i

Ni′Ui (A.9)

と書くことができる。したがって、占有数の差 ns ≡ N s
+ −N s

− の時間発展は
dns

dt
= 2(N s

−W↓ −N s
+W↑) (A.10)

と書ける。定常状態では dns/dt = 0なので、

0 = 2
∑

i

(Ns(0)
− Ni −N

s(0)
+ Ni′)Ui (A.11)

N
s(0)
−

N
s(0)
+

=
∑

iNi′∑
iNi

(A.12)

=
∑

i e
−h̄ω0/kBTNi∑

iNi
(A.13)

= e−h̄ω0/kBT (A.14)

となる。これは、熱平衡状態では T = Ts であることを意味している。また、

W↑ = e−h̄ω0/kBTW↓ (A.15)

である。
式 (A.10)はN s = N s

+ +N s
− を用いると

dns

dt
= 2(

1
2
(N s − ns)W↓ −

1
2
(N s + ns)W↑) (A.16)

= N s(W↓ −W↑) − ns(W↓ +W↑) (A.17)

=
ns

0 − ns

T1
(A.18)

である。ここで、

ns
0 ≡ N s

(
W↓ −W↑

W↓ +W↑

)
(A.19)

1
T1

≡W↓ +W↑ (A.20)
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と定義した。もし、h̄ω0/kBT � 1であれば、

W↓ −W↑ ∼
(

1 −
(

1 − h̄ω0

kBT

))
W↓ (A.21)

=
h̄ω0

kBT
W↓ (A.22)

W↓ +W↑ ∼
(

1 +
(

1 − h̄ω0

kBT

))
W↓ (A.23)

∼ 2W↓ (A.24)

ns
0 ∼ N s

2
h̄ω0

kBT
W↓ (A.25)

1
T1

∼ 2W↓ (A.26)

となる。
式 (A.18)の解は

n = ns
0 +Ae−t/T1 (A.27)

である2。式 (A.18)から、定常状態 dns/dt = 0のときの解は ns = ns
0 であることがわかる。磁化

Mz は占有数の差で定義でき、Mz ≡ γh̄(ns/2)であるから、磁化に関しても

Mz = M0 +Ae−t/T1 (A.28)

という関係式がある。この関係式は、「なんらかの摂動で生じた磁化Mz は、指数関数的に熱平衡
値M0に近づく」ということを意味しており、この式の特徴的な時間スケール T1 をスピンー格子
緩和率（いわゆる核磁気緩和率）と呼ぶ。

A.1.3 電子系の緩和率の一般的表示
核磁気緩和率 1/T1は式 (A.121)によって遷移確率と関連づけられている。核スピン系と電子系

をあわせた系を考える。系のハミルトニアンを

H = He +Hn +Hint (A.29)

とする。Heは電子系のハミルトニアンであり、Hnは核スピンと外場H によるゼーマン相互作用：

He = −γh̄I · H (A.30)

であり、Hint は核スピンと電子系の相互作用 (hyperfine coupling：超微細相互作用)：

Hint = −γh̄I · h (A.31)

である。ここで、核スピンの磁気モーメント µが

µ = γh̄I (A.32)

2A は積分定数
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であり、磁場H でのゼーマン相互作用が

H0 = −µ · H (A.33)

であることを用いた3。hは電子系が核スピンに与える磁場である。
hyperfine couplingが無ければ、核スピンの状態と電子系の状態は独立に指定できて4、

|I〉 = |i, Iz〉 (A.34)

と書ける。ここで、iは電子系 He の厳密な多体固有状態であり、Iz は核スピンである。Hint を
He +Hnに対する摂動として考える。始状態をエネルギー εIを持つ状態 |I〉、終状態をエネルギー
εF を持つ状態 |F〉としたとき、摂動Hint による遷移確率 w|I〉→|F 〉 はフェルミの黄金律により

w|I〉→|F 〉 =
2π
h̄
|〈I|Hint|F 〉|2 (A.35)

と書ける。
遷移確率W↑ は、核スピン系がm = 1/2からm = −1/2に遷移し、電子系が iから f に遷移す

る確率なので、

|I〉 = |i,+1/2〉 (A.36)

|F〉 = |f,−1/2〉 (A.37)

となり、全系のエネルギーは

εi = Ei +
h̄ω0

2
(A.38)

εf = Ef −
h̄ω0

2
(A.39)

となる。ここで、電子系の状態 lのエネルギーを El と定義した。
このとき、遷移確率W↑ は、

W↑ =
∑

i

ρe,i

∑
f

w|I〉→|F 〉 (A.40)

である。ここで、ρe は電子のハミルトニアンの密度行列

ρe =
e−βHe

Tr e−βHe
(A.41)

であり、ρi はその対角成分 (i, i)である。つまり、式 (A.40)は w|I〉→|F〉 の電子系の熱力学平均を
取っていることに対応する。さらに、

I · h = Ixhx + Iyhx + Izhz =
1
2
(I+h− + I−h+) + Izhz (A.42)

3最初の節の静磁場の系と同じ。
4核スピンには最初の節の静磁場がかかっており、電子系は別のハミルトニアンで記述され、間に相互作用が無いため。
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と書け5、w|I〉→|F 〉 に寄与する項は I+h− しかないことを考えると、遷移確率W↑ は、

W↑ =
2π
h̄

∑
i,f

ρe,i|〈−1/2|h̄γI+/2|1/2〉|2|〈i|h−|f〉|2δ(Ei − Ef − h̄ω0) (A.43)

=
πh̄γ2

2

∑
i,f

ρe,i|〈i|h−|f〉|2δ(Ei − Ef − h̄ω0) (A.44)

と書くことができる。
この遷移確率をさらに計算していく。デルタ関数 δ(Ei − Ef − h̄ω0)はフーリエ変換すると

δ(Ei − Ef − h̄ω0) =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
ei(Ei−Ef−h̄ω0)t/h̄ (A.45)

となるので、

W↑ =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
πh̄γ2

2

∑
i,f

ρe,i|〈i|h−|f〉|2ei(Ei−Ef−h̄ω0)t/h̄ (A.46)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0t

∑
i,f

ρe,i|〈i|h−|f〉|2ei(Ei−Ef )/h̄ (A.47)

が得られ、 ∑
f

|〈i|h−|f〉|2ei(Ei−Ef)t/h̄ =
∑

f

〈i|eiEit/h̄h−e
−iEf t/h̄|f〉〈f |h†−|i〉 (A.48)

=
∑

f

〈i|eiHet/h̄h−e
−iHet/h̄|f〉〈f |h+|i〉 (A.49)

= 〈i|eiHet/h̄h−e
−iHe/h̄h+|i〉 (A.50)

= 〈i|h−(t)h+(0)|i〉 (A.51)

を用いると6、

W↑ =
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0t

∑
i

ρe,i〈i|h−(t)h+(0)|i〉 (A.52)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0tTr (ρe,ih−(t)h+(0)) (A.53)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dte−iω0t〈h−(t)h+(0)〉 (A.54)

が得られる。ここで、最後の 〈· · · 〉は電子系の熱力学平均である。
もう一つの遷移確率W↓ は、始状態と終状態が

|I〉 = |i,−1/2〉 (A.55)

|F〉 = |f,+1/2〉 (A.56)

5I± = Ix ± iIy。
6h†

− = h+ である。
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であり、全系のエネルギーは

εi = Ei −
h̄ω0

2
(A.57)

εf = Ef +
h̄ω0

2
(A.58)

なので

W↓ =
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h+(t)h−(0)〉 (A.59)

になる。
最後に、核磁気緩和率 1/T1 を求める。そのために、

W↑ = −γ
2

4

∫ −∞

∞
dteiω0t〈h−(−t)h+(0)〉 (A.60)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0)h+(t)〉 (A.61)

と変形すると7、

1
T1

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈(h−(0)h+(t) + h+(t)h−(0))〉 (A.62)

=
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈{h+(t), h−(0)}〉 (A.63)

が得られる。

A.1.4 第二量子化による表現
得られた核磁気緩和率を第二量子化によって表現する。まず、第二量子化の手続きを復習する。

ある場所 xでの状態密度 ρ(x) は

ρ(x) =
∑

i

δ(x− xi) (A.64)

と書ける。ここで iは粒子のインデックス。このとき、第二量子化した状態密度の演算子 ρ̂(x)は、
場の演算子 ψ̂(x)を用いて

ρ̂(x) =
∑
α,β

∫
dx′ψ̂†

α(x)δ(x− x′)ψ̂β(x′) (A.65)

=
∑
α

ψ̂†
α(x)ψ̂α(x) (A.66)

と書ける。

7時間に対して並進対称性が存在するため。
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式 (A.63)に出てくる h+ は、核スピンが感じる電子スピンによる磁場である。したがって、あ
る場所 xの核スピンが感じる電子スピンの磁場 hは、

h = AS(x) (A.67)

と書ける。ここで、接触型の相互作用を仮定した。故に、核磁気緩和率 1/T1を第二量子化の表示
で書く為には、Sl(l = x, y, z)を第二量子化の表示で書ければよい。ある場所 xのスピン密度 Sl(x)
は

Sl(x) =
∑

i

σlδ(x− x′) (A.68)

なので、場の演算子を用いると

Ŝl(x) =
∑
α,β

∫
dx′ψ̂†

α(x)σlδ(x− x′)ψ̂β(x′) (A.69)

=
∑
α,β

ψ̂†
α(x)σlψ̂α(x) (A.70)

となる。l = xのときは、α =↑かつ β =↓か、α =↓かつ β =↑なので、

Ŝx(x) =
∑
α,β

ψ̂†
α(x)σxψ̂α(x) (A.71)

=
h̄

2
(ψ̂†

↑(x)ψ̂↓(x) + ψ̂†
↓(x)ψ̂↑(x)) (A.72)

である。故に、S+ のときは、α =↑かつ β =↓のときのみであり、

Ŝ+(x) = h̄ψ̂†
↑(x)ψ̂↓(x) (A.73)

が得られる。

A.1.5 揺動散逸定理
最後に、揺動散逸定理を用いて、式 (A.63)と動的磁化率を関連づける。この節以降、h̄ = kB = 1

とする。
熱平衡状態における二つの演算子 Aと B の積の平均を

〈A(t)B(0)〉 =
1

Tr e−βH
Tr
(
e−βHeiHtA(0)e−iHtB(0)

)
(A.74)

=
1

Tr e−βH
Tr
(
B(0)e−βHeiHtA(0)e−iHt

)
(A.75)

=
1

Tr e−βH
Tr
(
eβHe−βHB(0)e−βHeiHtA(0)e−iHt

)
(A.76)

=
1

Tr e−βH
Tr
(
e−βHB(0)e−βHeiHtA(0)e−iHteβH

)
(A.77)

と変形すると8、

〈A(t)B(0)〉 = 〈B(0)A(t+ iβ)〉 (A.78)

8トレースの巡回不変性を用いた。
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という恒等式が成立していることがわかる9。
この恒等式を用いると、∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h+(t)h−(0)〉 =

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0)h+(t+ iβ)〉 (A.79)

=
∫ ∞

−∞
dt′eiω0(t

′−iβ)〈h−(0)h+(t′)〉 (A.80)

= eβω0

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0)h+(t)〉 (A.81)

となり、式 (A.63)を

1
T1

= (eβω0 + 1)
γ2

4

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0), h+(t)〉 (A.82)

と書き換えることができる。
この式では反交換関係の計算を行ったが、交換関係 [h+(t), h−(0)] = h+(t)h−(0) − h−(0)h+(t)

の積分も同様に計算してみると

([h+(t), h−(0)])ω0 ≡
∫ ∞

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (A.83)

= (eβω0 − 1)
∫ ∞

−∞
dteiω0t〈h−(0), h+(t)〉 (A.84)

が得られ、

1
T1

=
eβω0 + 1
eβω0 − 1

γ2

4
([h+(t), h−(0)])ω0 (A.85)

=
γ2

4
([h+(t), h−(0)])ω0 coth

βω0

2
(A.86)

となる。

9Kubo-Martin-Schwinger の恒等式。
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一方で、([h+(t), h−(0)])ω0 は

([h+(t), h−(0)])ω0 =
∫ ∞

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (A.87)

=
∫ 0

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 +

∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (A.88)

=
∫ ∞

0

dte−iω0t〈[h+(−t), h−(0)]〉 +
∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (A.89)

=
∫ ∞

0

dte−iω0t(−1)〈[h+(t), h−(0)]〉 +
∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (A.90)

= −
∫ ∞

0

dte−iω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 +
∫ ∞

0

dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉 (A.91)

= −
∫ ∞

−∞
dte−iω0t〈[h+(t), h−(0)]〉θ(t) +

∫ ∞

−∞
dteiω0t〈[h+(t), h−(0)]〉θ(t)

(A.92)

= −i〈〈h+h−〉〉R∗
ω0

+ i〈〈h+h−〉〉Rω0
(A.93)

= −2Im 〈〈h+h−〉〉Rω0
(A.94)

と書ける。ここで、〈〈h+h−〉〉Rω0
は演算子 h+ と h− による遅延 Green関数：

〈〈h+(t)h−(0)〉〉R ≡ i〈[h+(t), h−(0)]〉θ(t) (A.95)

のフーリエ変換である。
以上から、

1
T1

= −2
γ2

4
Im 〈〈h+h−〉〉Rω0

coth
βω0

2
(A.96)

となる。多くの実験において h̄ω0 � 1/β が成り立つので、coth(x) ∼ 1/xから

1
T1

∼ −Tγ2 Im 〈〈h+h−〉〉Rω0

ω0
(A.97)

が得られる。
核磁気緩和率が遅延 Green関数によって表現されたので、松原表示の動的磁化率を用いると見

通しがよくなる。動的磁化率 χ−+(x, x′)を

χ−+(x, x′, τ) ≡ 〈Tτ [S−(x, τ)S+(x′, 0)]〉 (A.98)

= 〈Tτψ
†
↓(x, τ)ψ↑(x, τ)ψ

†
↑(x

′, 0)ψ↓(x′, 0)〉 (A.99)

と虚時間で定義し、そのフーリエ変換を

χ−+(x, x′; iΩm) =
∫ β

0

dτeiΩmτχ−+(x, x′, τ) (A.100)

と書けば、式 (A.97)は
1
T1T

∝ lim
Ω→0+

lim
δ→0+

Im
χ−+(x, x; iΩm → Ω + iδ)

Ω
(A.101)

と書ける。ここで、Ωm = πT (2m)は Bose-Matsubara振動数である。
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A.2 シングルバンド系での超伝導状態の核磁気緩和率
A.2.1 Wickの定理による分解

Green関数を

Gs,s′(x, x′; τ) = −〈Tτ [ψs(x, τ)ψ
†
s′(x′, 0)]〉 (A.102)

Fs,s′(x, x′; τ) = −〈Tτ [ψs(x, τ)ψs′(x′, 0)]〉 (A.103)

F̄s,s′(x, x′; τ) = −〈Tτ [ψ†
s(x, τ)ψ

†
s′(x′, 0)]〉 (A.104)

Ḡs,s′(x, x′; τ) = −〈Tτ [ψ†
s(x, τ)ψ

†
s′(x′, 0)]〉 (A.105)

と定義する。これらの周期 τ の Green関数のフーリエ変換は、

A(x, x′; τ) =
1
β

∑
ωn

e−iωnτA(x, x′; iωn) (A.106)

である。ここで、ωn = iπT (2n+ 1)は Fermi-Matsubara振動数である。また、二種類のGreen関
数の積 A(τ)B(τ)の周期は 2τ であり、∫ β

0

dτeiΩmτA(τ)B(τ) =
1
β

∑
ωn

A(iωn)B(iΩm − iωn) (A.107)

bareな動的磁化率 χ−+(x, x′)はWickの定理を用いて

χ−+(x, x′, τ) = Ḡ↓↓(x, x′)G↑↑(x, x′) − F̄↓↑(x, x′)F↑↓(x, x′) (A.108)

と書ける。この動的磁化率のフーリエ変換は

χ−+(x, x′; iΩm) =
∫ β

0

dτeiΩmτ [Ḡ↓↓(x, x′)G↑↑(x, x′) − F̄↓↑(x, x′)F↑↓(x, x′)] (A.109)

となる。

A.2.2 スペクトル表示
式 (A.109)をさらに計算するために、いくつか下準備を行う。式 (A.109)は

Q(iΩm) =
1
β

∑
ωn

A(iωn)B(iΩm − iωn) (A.110)

のような形をしているので、

Q(Ω) = lim
δ→0+

Q(iΩm → Ω + iδ) (A.111)

を計算する方法がわかればよい。
まず、A(iωn)のスペクトル表示：

A(iωn) =
∫ ∞

−∞
dω

a(ω)
iωn − ω

(A.112)
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を導入する。このスペクトル表示を用いると式 (A.110)は

Q(iΩm) =
1
β

∑
ωn

∫ ∞

−∞
dω

aA(ω)
iωn − ω

∫ ∞

−∞
dω′ aB(ω′)

iΩm − iωn − ω′ (A.113)

=
∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′aA(ω)aB(ω′)

1
β

∑
ωn

1
iΩm − iωn − ω′

1
iωn − ω

(A.114)

= −
∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′aA(ω)aB(−ω′)

f(ω′) − f(ω)
ω − ω′ − iΩm

(A.115)

となる。ここで、

1
β

∑
ωn

1
iΩm − iωn − ω′

1
iωn − ω

=
f(−ω′) − f(ω)
ω + ω′ − iΩm

(A.116)

を用いた。
ゆえに、iΩm → Ω + iδ(δ → 0+)と置くと、

Q(Ω) =
∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′aA(ω)aB(−ω′)

f(ω′) − f(ω)
ω − ω′ − Ω − iδ

(A.117)

= P
∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′aA(ω)aB(−ω′)

f(ω′) − f(ω)
ω − ω′ − Ω

+ iπ

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′aA(ω)aB(−ω′)(f(ω′) − f(ω))δ(ω − ω′ − Ω) (A.118)

となり、

lim
Ω→0+

Im
Q(Ω)

Ω
= −π

∫ ∞

−∞
dωaA(ω)aB(−ω + Ω)

f(−ω + Ω) − f(ω)
Ω

(A.119)

= −π
∫ ∞

−∞
dω

aA(ω)aB(−ω)
4 cosh2(βω/2)

lim
Ω→0+

− sinh(βΩ/2)
Ω

(A.120)

= πβ

∫ ∞

−∞
dω

aA(ω)aB(−ω)
4 cosh2(βω/2)

(A.121)

と書ける。

A.2.3 準古典近似
EF � ∆であるような超伝導体においては、準古典近似を用いることができる。準古典 Green

関数は

ǧ ≡ τ̌3

∫
dξk

(
Ĝ F̂
ˆ̄F ˆ̄G

)
≡ τ̌3

(
ĝ11 ĝ12

ĝ21 ĝ22

)
(A.122)

と定義される。ここで、′hat′ (Â)はスピン空間での 2 × 2行列を意味し、′check′ (Ǎ)はスピンと
南部空間での 4 × 4行列を意味する。
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準古典 Green関数 ǧの従う方程式は Eilenberger方程式:

ivF · ∇ǧ + [iωnτ̌3 − ∆̌, ǧ] = 0 (A.123)

と呼ばれる。ここで、超伝導秩序変数 ∆̌は

∆̌ =

(
0 ∆̂

−∆̂† 0

)
(A.124)

である。この方程式の規格化条件は

ǧ2 = −π21̌ (A.125)

である。通常よく用いられる準古典 Green関数と ǧとの関係は

ǧ = −iπ

(
ĝ if̂

−i ˆ̄f −ˆ̄g

)
(A.126)

となっている。したがって、先ほど定義した準古典 Green関数との関係は

ĝ11 = −iπĝ (A.127)

ĝ22 = −iπˆ̄g (A.128)

ĝ12 = πf̂ (A.129)

ĝ21 = π ˆ̄f (A.130)

となっている。
まず、x̃ = x− x′ を定義して、Green関数の x̃′ に関するフーリエ変換：

A(x, x′) ≡ A(x, x̃) =
∫

dDk

(2π)D
eikx̃A(r, k) (A.131)

を導入する。ここで、Dは考えている系の次元である。よって、x = x′ のとき、Green関数は

A(x, x′) =
∫

dDk

(2π)D
A(r, k) (A.132)

となる。
さらに、準古典近似：

A(x, x) ∼ NF

∫
dSF

vF(k̄)

∫
dξkA(r; k̄, ξk) ≡ 〈a(r; k̄)〉FS (A.133)

a(r; k̄) ≡
∫
dξkA(r; k̄, ξk) (A.134)

を用いると、局所的な動的磁化率は

χ−+(x, x; iΩm) = N2
F

1
β

∑
ωn

[〈
g22
↓↓(x, k̄, iωn)

〉
FS

〈
g11
↑↑(x, k̄, iΩm − iωn)

〉
FS

−
〈
g21
↓↑(x, k̄, iωn)

〉
FS

〈
g12
↑↓(x, k̄, iΩm − iωn)

〉
FS

]
(A.135)
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と書ける。ここで、gij は準古典Green関数である。また、これらの準古典Green関数のスペクト
ル表示を aij とすると、式 (A.121)より核磁気緩和率は

1
T1T

∝ βπ

4

∫ ∞

−∞
dω

1
cosh2(ω/2T )

[〈a22
↓↓(ω)〉FS〈a11

↑↑(−ω)〉FS − 〈a21
↓↑(ω)〉FS〈a12

↑↓(−ω)〉FS] (A.136)

となる。ここで、Green関数とそのスペクトル関数との関係：

A(iωn → E ± iη) = P
∫ ∞

−∞
dω

a(ω)
E − ω

∓ iπa(E) (A.137)

a(E) =
i

2π
[A(iωn → E + iη) −A(iωn → E − iη)] (A.138)

と、式 (A.127)-式 (A.130)を用いると

â11(r, k̄, E) =
1
2
[ĝ(r, k̄, iωn → E + iη) − ĝ(r, k̄, iωn → E − iη)] (A.139)

â22(r, k̄, E) =
1
2
[ˆ̄g(r, k̄, iωn → E + iη) − ˆ̄g(r, k̄, iωn → E − iη)] (A.140)

â12(r, k̄, E) =
i

2
[f̂(r, k̄, iωn → E + iη) − f̂(r, k̄, iωn → E − iη)] (A.141)

â21(r, k̄, E) =
i

2
[ ˆ̄f(r, k̄, iωn → E + iη) − ˆ̄f(r, k̄, iωn → E − iη)] (A.142)

と書ける。

A.3 マルチバンド系での超伝導状態の核磁気緩和率
シングルバンド系でのスピン演算子 Ŝ+ の第二量子化の演算子は、式 (A.73) のように場の演算

子 ψによって与えられている。マルチバンド系での場の演算子 ψは、

ψα(r) =
1√
V

∑
i,k

eikrui,k(r)ci,k,α (A.143)

と書くことができる。ここで、ui,k(r)は Bloch関数、ci,k,αはバンドインデックス i波数 kスピン
α の電子の消滅演算子、V は系の体積である。この場の演算子を

ψα(r) ≡
∑

i

ψi,α (A.144)

ψi,α(r) ≡ 1√
V

∑
k

eikrui,k(r)ci,k,α (A.145)
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と置く。さらにバンド表示において超伝導ギャップも対角的 (バンド間でのペアリングがない) と
すると、Green関数は

Gs,s′(x, x′; τ) = −〈Tτ [
∑

i

ψi,s(x, τ)
∑

j

ψ†
j,s′(x′, 0)]〉 (A.146)

= −
∑

i

〈Tτ [ψi,s(x, τ)ψ
†
i,s′(x′, 0)]〉 (A.147)

=
∑

i

Gi
s,s′(x, x′; τ) (A.148)

Fs,s′(x, x′; τ) = −
∑

i

〈Tτ [ψi,s(x, τ)ψi,s′(x′, 0)]〉 (A.149)

=
∑

i

F i
s,s′(x, x′; τ) (A.150)

と書くことができる。これらの Green関数をフーリエ変換し準古典近似を施すと

A(x, x) ∼ NF

∑
i

∫
dSi,F

vF(k̄)

∫
dξkAi(r; k̄, ξk) (A.151)

= NF

∑
i

∫
dSi,F

vF(k̄)
ai(r; k̄) (A.152)

となる。ここで、あるバンドのフェルミ面と他のバンドのフェルミ面は交差しないので、フェルミ
波数を指定すれば自動的にバンドインデックスが定まる。よって、フェルミ面上のある場所を示す
情報は (i, kF)ではなく kF のみでよい。以上から、「複数バンドの複数フェルミ面」を「一バンド
の複数フェルミ面」と読み替えることで、

A(x, x) = NF

∫
dSF

vF(k̄)
a(r; k̄) (A.153)

が得られる10。この変形を行うことでシングルバンドの計算と見なすことができる。
　

10第三章でも同様の方法でマルチバンド系の準古典近似を導入している。
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付 録B 準古典近似を用いないZBCPの出
現条件の導出

この付録では、式 (3.2.3)を積分することで式 (3.55)、式 (3.57)の導出を行う。[110]界面を持ち
軌道間ホッピングがなく (t′ = 0)ハーフフィリングの 2バンドモデルを考える。
常伝導状態のハミルトニアンは

ε1(k̃x, k̃y) = −t cos(k̃x − k̃y), (B.1)

ε2(k̃x, k̃y) = −t cos(k̃x + k̃y). (B.2)

を用いて

Ĥo =

(
ε1(k̃x, k̃y) 0

0 ε2(k̃x, k̃y)

)
, (B.3)

と書ける。ここで、k̃x = kx/
√

2、k̃y = ky/
√

2と定義した。各バンド上のペアポテンシャル∆A,B

が kに依らないと仮定する。このとき、式 (3.53)ユニタリー行列を用いて軌道表示のペアポテン
シャルは

∆̂o =

(
∆Aθ(k̃x) + ∆Bθ(−k̃x) 0

0 ∆Aθ(k̃x) + ∆Bθ(−k̃x)

)
,

≡

(
∆k̃x

0
0 ∆k̃x

)
. (B.4)

という kに依存した形になる。これらを用いると、無摂動 Green関数 ǦR
0 (E, kx, ky)は

ǦR
0 (E, k̃x, k̃y) = (E − Ȟo

N)−1 =

(
Â+ B̂

B̂ Â−

)
, (B.5)

となる。ここで、

Â± =

 E±ε1
−|∆k̃x

|2+E2−ε21
0

0 E±ε2
−|∆k̃x

|2+E2−ε22

 , (B.6)

B̂ =

 ∆k̃x

−|∆k̃x
|2+E2−ε21

0

0
∆k̃x

−|∆k̃x
|2+E2−ε22

 . (B.7)

という行列を導入した。
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界面上のゼロバイアスコンダクタンスピーク (ZBCP)の出現条件を求めるために、エネルギー
をゼロ（E = 0）とし、x = 0、x′ = 0とおき、ǦR

0 (E = 0, x = 0, x′ = 0, ky)：

ǦR
0 (E = 0, x = x′ = 0, k̃y) =

∫ π

−π

dk̃x

2
√

2π
ǦR

0 (E = 0, k̃x, k̃y).

(B.8)

を計算すればよい。この k̃x 積分は∫
dk̃x cos(k̃x ± k̃y)

|∆|2 + cos2(k̃x ± k̃y)
=

∫
−dx

|∆|2 + 1 − x2
, (B.9)∫

dk̃x

|∆|2 + cos2(k̃x ± k̃y)
=

∫
dx 1

1+x2

|∆|2 + 1
1+x2

. (B.10)

を用いて解析的に実行することができる。したがって、行列の各要素ごとに ǦR
0 (E = 0, k̃x, k̃y)の

積分を実行すると、

ǦR
0 (E = 0, x = 0, x′ = 0, ky) ∝ 1

t


−I1 0 ∆ab 0
0 −I2 0 ∆ab

∆ab 0 I1 0
0 ∆ab 0 I2

 ,

(B.11)

となる。ここで I1,2 と ∆ab はすでに式 (3.56)、(3.57)で定義したものと同一である。上式の逆行
列は

[ǦR
0 ]−1 ∝ t


−I1

(∆ab)2+I2
1

0 ∆ab

(∆ab)2+I2
1

0

0 −I2
(∆ab)2+I2

2
0 ∆ab

(∆ab)2+I2
2

∆ab

(∆ab)2+I2
2

0 I1
(∆ab)2+I2

1
0

0 ∆ab

(∆ab)2+I2
2

0 I2
(∆ab)2+I2

1

 .

(B.12)

と書ける。条件式 (3.6)、(3.7) が満たされるとき [ǦR
0 ]−1が発散するので、このとき ZBCPが生じ

る。それ故に、

∆ab = 0, (B.13)

I1 = 0 or I2 = 0. (B.14)

が ZBCPの出現条件式である。
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付 録C 準古典近似に関するいくつかの式の
導出

C.1 Eilenberger方程式の導出
この節は、著者の修士論文 [231]に載せた内容の再掲である。

C.1.1 準古典異常Green関数
まず最初に、異常Green関数を考える。異常Green関数はペアポテンシャル∆との関係がつい

ていることからもわかるように、超伝導状態でのみ値を持ち、ξ−2
p で減衰する。したがって、準古

典異常 Green関数を∫
dξp
πi

F (p+,p−; iωn) =
∮
dξp
πi

F (p+,p−; iωn) ≡ f(p̂,k; iωn) (C.1)∫
dξp
πi

F †(p+,p−; iωn) =
∮
dξp
πi

F †(p+,p−; iωn) ≡ f†(p̂,k; iωn) (C.2)

と定義する。ここで、周回積分は Fermi面近傍の極を拾ってくるものとする。また、p̂は極座標表
示をしたさいの r軸方向に対応する。

C.1.2 準古典Green関数
それに対して、Green関数は常伝導状態でも値を持つ。したがって積分は発散してしまう。そこ

で、周回積分として ∮
dξp
πi

G(p+,p−; iωn) ≡ g(p̂,k; iωn) (C.3)

を準古典 Green関数として定義する。
また、全空間での積分が発散してしまうので、物理量を計算する際に単純に ξp の積分として準

古典Green関数を用いることはできない。したがって、Green関数Gを常伝導成分G(n)と超伝導
成分 G−G(n) に分ける。すると、∫

p2dp

2π2
G(p+,p−; iωn) =

∫
p2dp

2π2
G(n) +

∫
p2dp

2π2
[G−G(n)] (C.4)

=
∫
p2dp

2π2
G(n) + ν(p̂)

∮
dξp[G−G(n)] (C.5)
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となる。ただし、ν(p̂)は p̂方向における Fermi面上の状態密度である。ここで、

G(n)(p1,p2; iωn) =
∫
dr1dr2G

(n)(r1, r2; iωn)ei(p1r1−p2r2) (C.6)

=
∫
d(r1 − r2)dr2G

(n)(r1 − r2; iωn)eip1(r1−r2)ei(p1−p2)r2 (C.7)

=
∫
d(r1 − r2)G(n)(r1 − r2; iωn)eip1(r1−r2)

∫
dr2e

i(p1−p2)r2 (C.8)

= G(n)(p1; iωn)δ(p1 − p2)(2π)3 (C.9)

= G(n)(p; iωn)(2π)3δ(k) (C.10)

と

G(n)(p; iωn) =
1

ξp − iωn
(C.11)

= P 1
ξp

+ iπsign(ωn)δ(ξp) (C.12)

を用いると、 ∮
dξpG

(n) = −iπsign(ωn) (C.13)

となり、超伝導成分の項内の被積分関数 G(n) を変形することができる。以上より、∫
p2dp

2π2
G =

∫
p2dp

2π2
G(n) + ν(p̂)

[∮
dξpG+ iπsign(ωn)(2π)3δ(k)

]
(C.14)

= (2π)3δ(k)P
∫
p2dp

2π2

1
ξp

+ ν(p̂)iπ
[
g + (2π)3sign(ωn)δ(k)

]
(C.15)

が得られる。
Ḡに関しても全く同様に∮

dξp
πi

Ḡ(p+,p−; iωn) ≡ ḡ(p̂,k; iωn) (C.16)∫
p2dp

2π2
Ḡ = (2π)3δ(k)P

∫
p2dp

2π2

1
ξp

+ ν(p̂)iπ
[
ḡ − (2π)3sign(ωn)δ(k)

]
(C.17)

となる。
また、準古典 Green関数の行列表示として

ǧ(p̂,k; iωn) =

(
g(p̂,k; iωn) f(p̂,k; iωn)

−f†(p̂,k; iωn) ḡ(p̂,k; iωn)

)
(C.18)

を導入することにする。また、kに関して Fourier変換を行うと

ǧ(p̂, r; iωn) =

(
g(p̂, r; iωn) f(p̂, r; iωn)

−f†(p̂, r; iωn) ḡ(p̂, r; iωn)

)
(C.19)

=
∫

dk

(2π)3
eik·r ǧ(p̂,k; iωn) (C.20)
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となる1。上式からわかるように、準古典Green関数は空間座標として重心座標にのみ依存する関
数である。Green関数には 2つの空間座標があったので、準古典近似を用いることで相対座標を落
としたことになる。

C.1.3 磁場がある場合のGor’kov方程式
磁場があるときの Gor’kov方程式は (

− ∂
∂τ + ∇̀2

2m + µ
)

−∆(x)

∆∗(x)
(

∂
∂τ + ∇́2

2m + µ
) ( G(x, x′) F (x, x′)

−F †(x, x′) Ĝ(x, x′)

)
= δ(x− x′)

(
1 0
0 1

)
(C.21)

と書くことができる。ここで、

∇́ ≡ ∇− ie

c
A(r) (C.22)

∇̀ ≡ ∇ +
ie

c
A(r) (C.23)

と定義した。∇̀は ψに作用するとき、∇́は ψ† に作用するときに用いられる。

C.1.4 Eilenberger方程式の導出
準古典 Green関数が従う運動方程式を導く。Green関数は Cooper pairの座標として相対座標

r̄と重心座標 rを変数に持つ関数だったが、準古典 Green関数は重心座標 rのみを変数に持つ関
数である。したがって、Gor’kov方程式において相対座標に関する情報が小さいと近似すること
で、準古典 Green関数が従う運動方程式を得られると考えられる。その結果得られる運動方程式
が Eilenberger方程式である。
不純物などによる自己エネルギーΣは小さいとして無視する。ペアポテンシャルはスピン一重項

か unitaryなスピン三重項であるとし、スピン添え字のない 2×2の Gor’kov方程式を用いる。ま
た、ゲージとして

∇ · A = 0 (C.24)

をとり、Aの二次の項を無視する。また、

∆̌(p̂, r) =

(
0 ∆(p̂, r)

−∆∗(p̂, r) 0

)
(C.25)

とする。相対座標に関する振動が現れる項を小さいとして近似したいので、二つの Gor’kov方程
式の差をとると都合が良い。また、方程式は τ に関して Fourier変換しておく。そうすると、

Ǧ−1(r1, iωn)Ǧ(r1, r2; iωn) − Ǧ(r1, r2; iωn) ¯̌G−1(r2, iωn) = 0̌ (C.26)

1ここで、r を重心座標と定義しなおしている。
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を変形して、相対座標を方程式から取り除けばよいことがわかる。
以下、式の変形である。(

iωn + 1
2m (∇1 − ie

c A(r1))2 0
0 −iωn + 1

2m (∇1 + ie
c A(r1))2

)
Ǧ− ∆̌(p̂1, r1)Ǧ (C.27)

−Ǧ

(
iωn + 1

2m (∇2 − ie
c A(r2))2 0

0 −iωn + 1
2m (∇2 + ie

c A(r2))2

)
+ ∆̌(p̂2, r2)Ǧ (C.28)

とし、Pauli行列

σz =

(
1 0
0 −1

)
(C.29)

を用いれば、

∇2
1 −∇2

2

2m
1̌Ǧ+ iωn

[
σz, Ǧ

]
−
{
∆̌(p̂1, r1)Ǧ− Ǧ∆̌(p̂2, r2)

}
− ie

mc

{
A(r1) · ∇1σ

zǦ+ A(r2) · ∇2Ǧσ
z
}

(C.30)

となり、さらに変形すると、

∇2
1 −∇2

2

2m
Ǧ+ iωn

[
σz, Ǧ

]
−
[
∆̌(p̂1, r1) + ∆̌(p̂2, r2)

2
, Ǧ

]
−
[
∆̌(p̂1, r1) − ∆̌(p̂2, r2)

2
, Ǧ

]
+

− ie

mc

{
A(r1) · ∇1σ

zǦ+ A(r2) · ∇2Ǧσ
z
}

(C.31)

となる。相対座標に関する振動の特徴的な長さは p−1
F であり、ペアポテンシャルは ξ程度、ベクト

ルポテンシャルは λL 程度であるから、p−1
F � ξ, λL であれば、それらのその重心での値と等しい

と近似でき [
∆̌(p̂1, r1) + ∆̌(p̂2, r2)

2
, Ǧ

]
∼
[
∆̌(p̂, r), Ǧ

]
(C.32)[

∆̌(p̂1, r1) − ∆̌(p̂2, r2)
2

, Ǧ

]
+

∼ 0 (C.33){
A(r1) · ∇1σ

zǦ+ A(r2) · ∇2Ǧσ
z
}
∼ A(r) ·

{
∇1σ

zǦ+ ∇2Ǧσ
z
}

(C.34)

となる。これらを用いれば、上式は

∇2
1 −∇2

2

2m
Ǧ−

[
iωnσ

z + ∆̌(p̂, r), Ǧ
]
− ie

mc
A(r) ·

{
∇1σ

zǦ+ ∇2Ǧσ
z
}

(C.35)

となる。ここで、微分演算子∇1、∇2を、重心座標 rおよび相対座標 r̄に関する微分演算子∇、∇̄
で書き表せば、

∇1 = ∇̄ +
1
2
∇ (C.36)

∇2 = −∇̄ +
1
2
∇ (C.37)
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としてさらに書き直せば、

∇∇̄
m

Ǧ−
[
iωnσ

z + ∆̌(p̂, r), Ǧ
]
− ie

mc
A(r) ·

{[
σz, ∇̄Ǧ

]
+

1
2
[
σz,∇Ǧ

]
+

}
(C.38)

となる。また、Green関数の相対座標 r̄に関する Fourier表示は

Ǧ(r1, r2; iωn) =
∫

dp

(2π)3
Ǧ(p, r; iωn)eip·r̄ (C.39)

である。式 (C.38)の第一項と最終項の係数の大きさを比べると、

vF∇Ǧ� e

2mc
A∇Ǧ (C.40)

であることがわかり、最終項は無視することができる。よって、式 (C.39)を式 (C.38)に代入して
整理すると、

−iv · ∇Ǧ(p, r; iωn) =
[
iωnσ

z − ∆̌(p̂, r) +
e

c
v · A(r)σz, Ǧ(r,p; iωn)

]
(C.41)

となる。これで、相対座標 r̄が陽に現れない方程式を作ることができた。
最後に、準古典Green関数に関する方程式にするために、Green関数以外の ξp 依存性を無視し

Fermi面上の値に置き換え、両辺を ξp で周回積分すると、

−ivF · ∇ǧ(p̂, r; iωn) =
[
iωnσ

z − ∆̌(p̂, r) +
e

c
vF · A(r)σz, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(C.42)

=

[(
iωn + e

cvF · A(r) −∆(p̂, r)
∆∗(p̂, r) −iωn − e

cvF · A(r)

)
, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(C.43)

となり、これが Eilenberger方程式である。
また、これらを成分ごとに書き出すと、

−ivF · ∇g(p̂, r; iωn) + ∆∗(p̂, r)f − ∆(p̂, r)f† = 0 (C.44)

−ivF · ∇ḡ(p̂, r; iωn) − ∆∗(p̂, r)f + ∆(p̂, r)f† = 0 (C.45)

−ivF ·
(
∇− 2ie

c
A

)
f − 2iωnf − ∆(p̂, r)(g − ḡ) = 0 (C.46)

ivF ·
(
∇ +

2ie
c

A

)
f† − 2iωnf

† − ∆∗(p̂, r)(g − ḡ) = 0 (C.47)

となる。後に述べる規格化条件により、第１式と第２式、第３式と第４式が完全に同等となる。し
たがって、独立な方程式は二つのみである。

C.1.5 一様系における解
この小節では、磁場がゼロかつ空間的に一様な系における Gor’kov方程式を解いた結果を用い

て、準古典 Green関数を得ることにする。ここでは singlet-pairingの場合を考えることにする。
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一様系における Green関数は

G(p; iωn) = − iωn + ξp
ω2

n + ξ2p + |∆|2
(C.48)

F (p; iωn) = − ∆∗

ω2
n + ξ2p + |∆|2

(C.49)

である。系が時間反転対称性を持つことから

G(p; iωn) = Ḡ(−p;−iωn) (C.50)

= Ḡ(p;−iωn) (C.51)

F ∗(p; iωn) = F †(−p;−iωn) (C.52)

= F †(p;−iωn) (C.53)

が成り立つので、

Ḡ(p; iωn) = − −iωn + ξp
ω2

n + ξ2p + |∆|2
(C.54)

F (p; iωn) =
∆

ω2
n + ξ2p + |∆|2

(C.55)

となる。準古典 Green関数の定義は∮
dξp
πi

G(p+,p−; iωn) ≡ g(p̂,k; iωn) (C.56)∮
dξp
πi

Ḡ(p+,p−; iωn) ≡ ḡ(p̂,k; iωn) (C.57)∫
dξp
πi

F (p+,p−; iωn) =
∮
dξp
πi

F (p+,p−; iωn) ≡ f(p̂,k; iωn) (C.58)∫
dξp
πi

F †(p+,p−; iωn) =
∮
dξp
πi

F †(p+,p−; iωn) ≡ f†(p̂,k; iωn) (C.59)
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であるから、準古典 Green関数は

g(p̂, r; iωn) ≡ −
∮
dξp
πi

iωn + ξp
ω2

n + ξ2p + |∆|2
(C.60)

= − ωn√
ω2

n + |∆|2
(C.61)

ḡ(p̂, r; iωn) ≡ −
∮
dξp
πi

−iωn + ξp
ω2

n + ξ2p + |∆|2
(C.62)

=
ωn√

ω2
n + |∆|2

(C.63)

f(p̂, r; iωn) ≡
∮
dξp
πi

∆
ω2

n + ξ2p + |∆|2
(C.64)

=
∆

i
√
ω2

n + |∆|2
(C.65)

f†(p̂, r; iωn) ≡
∮
dξp
πi

∆∗

ω2
n + ξ2p + |∆|2

(C.66)

=
∆∗

i
√
ω2

n + |∆|2
(C.67)

となる。
ここで注意しなければならないのは、周回積分の範囲である。この積分は上半面と下半面の積分

を足して 2で割るかたちとなっている。以下に理由を示す。Gは常伝導で値が零にならず、ξp で
積分すると発散してしまうため、∫ ∞

−∞
Gdξp =

∫ ∞

−∞
G(n)dξp +

∫ ∞

−∞
(G−G(n))dξp (C.68)

のように、常伝導成分G(n)と超伝導成分 (G−G(n))に分けていた。超伝導部分は十分遠方で 0に
なるので、複素積分として∫ ∞

−∞
(G−G(n))dξp =

1
2

[
2
∫ ∞

−∞
(G−G(n))dξp +

∫
C1

(G−G(n))dξp +
∫

C2

(G−G(n))dξp

]
(C.69)

としてもよい。ここで、C1、C2 は図.C.1のように定義されている。さらに、整理すれば

図 C.1: 複素平面における積分範囲。

∫ ∞

−∞
(G−G(n))dξp =

1
2

[∫
C3

(G−G(n))dξp

]
=

1
2

∫
C3

Gdξp − 1
2

∫
C3

G(n)dξp (C.70)

となる。したがって、準古典Green関数の積分範囲は C3であることがわかる。積分範囲を C3の
ようにとることで、準古典 Green関数による状態密度が BCS理論の状態密度が厳密に一致する。
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C.1.6 規格化条件
Eilenberger方程式は、行列積 ǧǧも解となっている。以下にそれを示す。Eilenberger方程式を

−ivF · ∇ǧ = [B, ǧ] = Bǧ − ǧB (C.71)

とおく。ここで、

Bǧ = ǧB − ivF · ∇ǧ (C.72)

Bǧǧ = ǧBǧ − ivF · ∇ǧǧ (C.73)

であるから、

[B, ǧǧ] = Bǧǧ − ǧǧB = ǧBǧ − ǧǧB − ivF · ∇ǧǧ (C.74)

= ǧ[B, ǧ] − ivF · {∇(ǧǧ) − (∇ǧ)ǧ} (C.75)

となり、式 (C.71)を用いると、

[B, ǧǧ] = ǧ(−ivF · ∇ǧ) − ivF · ∇(ǧǧ) + ivF · (∇ǧ)ǧ (C.76)

= −ivF · ∇(ǧǧ) (C.77)

となり、これは ǧǧが Eilenberger方程式の解であることを示している。
さて、ǧǧが解であるということは、p̂に沿って

ǧ(p̂, r; iωn)ǧ(p̂, r; iωn) =

(
gg − ff† f(g + ḡ)
−f†(g + ḡ) ḡḡ − ff†

)
(C.78)

= A1̌ +Bǧ(p̂, r; iωn) (C.79)

を満たすということである。なぜならば、ǧに関する線形な方程式は、その解の線形結合も解であ
るからである。
ここで、これらの定数を決定したい。定数は系の状況によらないので、単純な状況で準古典Green

関数の表式を求めることで定数を決定することにする。そこで、十分遠方において系が空間的に一
様かつA = 0という状態に連続的に移項するという境界条件を課す。そうすることによって、空
間的に一様な場合の準古典 Green関数の具体的な表式から定数が求まる。準古典 Green関数の具
体的な表式は、式（C.61）∼（C.67）であるから、規格化条件は

ǧ(p̂, r; iωn)ǧ(p̂, r; iωn) = 1̌ (C.80)

となる。この条件によって、4個の Eilenberger方程式のうち 2個のみが独立となる。

C.2 Eilenberger方程式からRiccati方程式への変形
この節ではRiccati方程式を Eilenberger方程式から導出する。この手法をRiccati formalismと

呼ぶ。Riccati formalismというのは、Ashidaら [242]が超伝導常伝導金属界面における境界問題を
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考える上で開発した手法である [220]。Adachiらの Riccati formalismをより見通しよくしたのは、
Schopohlである。Schopohlも同様の手法を開発している [224]。Schopohlが用いた手法は一見す
ると Adachiらの手法とは異なるように思えるが、全く等価な手法である。さらに、この Riccati
formalismを非平衡の場合に拡張したのは Eschrigであり [243]、その際、Shelankovによって開発
された projection operator formalism を用いている [244]。

C.2.1 Eilenberger方程式
一般的な場合、つまりスピン添え字を含めた 4×4の Eilenberger方程式は

−ivF · ∇ǧ(p̂, r; iωn) =

[( (
iωn + e

cvF · A(r)
)
σ̂0 −∆̂(p̂, r)

∆̂†(p̂, r)
(
−iωn − e

cvF · A(r)
)
σ̂0

)
, ǧ(p̂, r; iωn)

]
(C.81)

と書くことができる。

C.2.2 Projection Method

次に、4×4の行列微分方程式である Eilenberger方程式を、2×2の二元連立行列微分方程式であ
る Riccati方程式へと変形する。Eilenberger方程式を Riccati方程式に変形する方法はいくつかあ
るが、本論文ではスピン添え字を含む場合にも適用できる Eschrigの Projection methodを用いる
ことにする。

Projectorsの定義

まず、4 × 4の行列で表現される以下の projectorを導入する：

P̌± =
1
2
(
1̌ ∓ ǧ

)
(C.82)

この行列が

P̌± · P̌± = P̌± (C.83)

P̌+ · P̌− = P̌− · P̌+ = 0̌ (C.84)

P̌+ + P̌− = 1̌ (C.85)

ǧ = P̌− − P̌+ (C.86)

= −(2P̌+ − 1̌) = −(1̌ − 2P̌−) (C.87)

を満たすことは容易に確かめられる2。この projectorを Eilenberger方程式に代入すると、

ivF · ∇P̌± +

[(
iωnσ̂0 −∆̂

− ¯̂∆ −iωnσ̂0

)
, P̌±

]
= 0 (C.88)

となる。ここで ¯̂∆ ≡ −∆̂† である。
2規格化条件 ǧǧ = 1̌ を用いる。
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â+ 及び b̂− の導入

次に、spin matrixを持つ 2 × 2の行列 â+、b̂− を導入する。P̌± を

P̌+ =

(
1̂

−b̂−

)
(1̂ − â+b̂−)−1(1̂, â+) (C.89)

P̌− =

(
−â+

1̂

)
(1̂ − b̂−â+)−1(b̂−, 1̂) (C.90)

と置けば、最初に定義した P̌±の性質のうち P̌± · P̌± = P̌±、P̌+ · P̌− = P̌− · P̌+ = 0̌を満たしてい
る。ここで

P̌+ + P̌− =

(
−â+(1̂ − b̂−â+)−1b̂− + (1̂ − â+b̂−)−1 −â+(1̂ − b̂−â+)−1 + (1̂ − â+b̂−)−1â+

(1̂ − b̂−â+)−1b̂− − b̂−(1̂ − â+b̂−)−1 (1̂ − b̂−â+)−1 − b̂−(1̂ − â+b̂−)−1â+

)
(C.91)

であるから、P̌+ + P̌− = 1̌を満たすためには

(1̂ − â+b̂−)−1â+ = â+(1̂ − b̂−â+)−1 (C.92)

という関係があればよい。

Matrix Riccati方程式

式 (C.88)に式 (C.89)を代入して計算すると、â+ と b̂− に関する方程式を得ることができる。
逆行列の微分が

d

dx
Â−1(x) = −Â−1(x)

d

dx
Â(x)Â−1(x) (C.93)

となることに注意して、式を計算して整理すると

ivF ·

(
−(1 − â+b̂−)−1(−∇(â+b̂−))(1 − â+b̂−)−1 −(1 − â+b̂−)−1(−∇(â+b̂−))(1 − â+b̂−)−1â+

b̂−(1 − â+b̂−)−1(−∇(â+b̂−))(1 − â+b̂−)−1 (1 − b̂−â+)−1(−∇(b̂−â+))(1 − b̂−â+)−1b̂−â+

)

+ivF ·

(
0 (1 − â+b̂−)−1∇â+

−∇b̂−(1 − â+b̂−)−1 −(1 − b̂−â+)−1∇(b̂−â+)

)

+

(
∆̂b̂−(1 − â+b̂−)−1 2iωn(1 − â+b̂−)−1â+

− ¯̂∆(1 − â+b̂−)−1 − b̂−(1 − â+b̂−)−1â+
¯̂∆ − ¯̂∆(1 − â+b̂−)−1â+

)

+

(
(1 − â+b̂−)−1â+

¯̂∆ ∆̂b̂−(1 − â+b̂−)−1â+ + (1 − â+b̂−)−1∆̂
2iωnb̂−(1 − â+b̂−)−1 −b̂−(1 − â+b̂−)−1∆̂

)
= 0̌

(C.94)

となる。右上の行列要素に着目して、左上の行列要素の関係式を代入して整理すると、

ivF · ∇â+ + 2iωnâ+ − â+
¯̂∆â+ + ∆̂ = 0 (C.95)
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となり、左下の行列要素に着目して、左上の行列要素の関係式を代入して整理すると

ivF · ∇b̂− − 2iωnb̂− − b̂−∆̂b̂− + ¯̂∆ = 0 (C.96)

となる。これらがMatrix Riccati方程式である [245, 243]。
また、ǧ = P̌− − P̌+ であるから、

ǧ = −

(
â+(1̂ − b̂−â+)−1b̂− + (1̂ − â+b̂−)−1 â+(1̂ − b̂−â+)−1 + (1̂ − â+b̂−)−1â+

−(1̂ − b̂−â+)−1b̂− − b̂−(1̂ − â+b̂−)−1 −(1̂ − b̂−â+)−1 − b̂−(1̂ − â+b̂−)−1â+

)
(C.97)

= −

(
(1 − â+b̂−)−1(1̂ + â+b̂−) 2(1 − â+b̂−)−1â+

−2(1 − b̂−â+)−1b̂− −(1 − b̂−â+)−1(1̂ + b̂−â+)

)
(C.98)

= −

(
(1 − â+b̂−)−1 0

0 (1 − b̂−â+)−1

)(
(1̂ + â+b̂−) 2â+

−2b̂− −(1̂ + b̂−â+)

)
(C.99)

となる。ここで、式 (C.92)を用いた。

変数変換

Scalar Riccati方程式は

vF · ∇a+ + [2ωn + ∆∗a+] a+ − ∆ = 0 (C.100)

vF · ∇b− − [2ωn + ∆b−] b− + ∆∗ = 0 (C.101)

と書けるので、形式的に Scalar Riccati方程式と一致させるために式 (C.96)の変数を â+ → iâ、
b̂− → ib̂と置きなおすと、

vF · ∇â+ 2ωnâ+ â∆̂†â− ∆̂ = 0, (C.102)

vF · ∇b̂− 2ωnb̂− b̂∆̂b̂+ ∆̂† = 0, (C.103)

ǧ = −Ň

(
(1̂ − âb̂) 2iâ
−2ib̂ −(1̂ − b̂â)

)
, (C.104)

Ň =

(
(1 + âb̂)−1 0

0 (1 + b̂â)−1

)
. (C.105)

となる。

C.3 式 (4.67)から式 (4.73)の導出
式 (4.67):

Σij(s, y,kF ) = nimp

〈
vkF ,k1,F vk1,F ,kF

π|vF (k1,F )|e−u(s′′)

C(k1,F )
ε− E(y′,k1,F ) − iδ

(ε− E(y′,k1,F ))2 + δ2
M̌ij

〉
FS
.

(C.106)
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が、δ → 0の極限をとると式 (4.70):

ImΣ̃(s, y,kF ) = nimp

〈
vkF ,k1,F vk1,F ,kF

π2|vF (k1,F )|e−u(s′′)

C(k1,F )
δ(ε− E(y′,k1,F ))(1 − sign[d(kF )d(k1,F ))] cos(θv − θv′))

〉
FS
.

(C.107)

となることを示す。
まず、Σ̃は Σij を用いて式 (4.59):

Σ̃(s,kF ) ≡ Σ11 −
i

2
sign(d(kF ))

(
eiθvΣ21 + e−iθvΣ12

)
, (C.108)

と定義されている。また、式 (C.106)は Σij の足に依る因子Mij と依らない因子K に注意して書
き直すと

Σij(s, y,kF ) = nimp

〈
K(s, y,kF ; k1,F )M̌ij(k1,F )

〉
FS
. (C.109)

となる。よって、Σ̃は

Σ̃(s, y,kF ) = nimp

〈
K(s, y,kF ;k1,F )

(
M11 −

i

2
sign(d(kF ))

(
eiθvM21 + e−iθvM12

))〉
FS
.

(C.110)

と書ける。さらに、Mij :

M̌(k1,F ) ≡

(
1 ia0(k1,F )

−ib0(k1,F ) −1

)
. (C.111)

a0 = − sign(d(k1,F ))eiθv′ , (C.112)

b0 = sign(d(k1,F ))e−iθv′ , (C.113)

を代入すると

Σ̃(s, y,kF ) = nimp

〈
K(s, y,kF ; k1,F )

(
1 − i2

2
sign(d(kF )) sign(d(k1,F ))

(
−ei(θv−θv′ ) − e−i(θv−θv′ )

))〉
FS
.

(C.114)

= nimp

〈
K(s, y,kF ; k1,F ) (1 − sign[d(kF )d(k1,F )] cos(θv − θv′))

〉
FS
. (C.115)

となる。よって、Σ̃の虚部は

ImΣ̃(s, y,kF ) = nimp

〈
Im(K(s, y,kF ; k1,F )) (1 − sign[d(kF )d(k1,F )] cos(θv − θv′))

〉
FS
.

(C.116)

となる。
次に ImK(s, y,kF ; k1,F )を計算する。δ → 0のとき、虚部を持つ因子は

Im
(

ε− E(y′,k1,F ) − iδ

(ε− E(y′,k1,F ))2 + δ2

)
= Im

(
ε− E(y′,k1,F )

(ε− E(y′,k1,F ))2 + δ2

)
(C.117)

= iπδ(ε− E(y′,k1,F )) (C.118)

である。ゆえに、式 (C.107)が示された。
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C.4 簡単なモデルでの準粒子の寿命 γkの導出
式 (4.70)：

ImΣ̃(s, y,kF ) = nimp

〈
vkF ,k1,F

vk1,F ,kF

π2|vF (k1,F )|e−u(s′′)

C(k1,F )

× δ(ε− E(y′,k1,F ))(1 − sign[d(kF )d(k1,F ))] cos(θv − θv′))
〉

FS
(C.119)

s′′ ≡ s cos(θv − θv′) − y sin(θv − θv′) (C.120)

のフェルミ面積分を、４章で取り扱った鉄系超伝導体のモデルの場合に評価する。まず、考えてい
るモデルにおいては、vkF ,k1,F vk1,F ,kF = 1, nimp = 1, ∆∞ = 1, C(n) = vF,n/(2|dn|)である。こ
こで、dn(n = 1, 2, 3, 4)は、各フェルミ面 (α1, α2, β1, β2)上での超伝導ギャップの大きさであり、
等方的 ±s波超伝導の場合には d1,2 = −1, d3,4 = 1である。また、vF,n は n番目のバンドのフェ
ルミ速度の大きさである。複数の円形のフェルミ面がある場合のフェルミ面積分 〈· · · 〉FS は

〈· · · 〉FS =
∑

n

∫ 2π

0

· · · kndθn

2π
(C.121)

と書ける。ここで、θn は各フェルミ面の中心から測った角度、kn は各フェルミ面の半径である。
このとき、ImΣ̃(s, y, n, θ)は

ImΣ̃(s, y, n, θ) =
∑
n′

∫ 2π

0

kn′dθn′

2π
π22e−u(s′′)δ(ε− E(y′, n′, θn′))(1 − sign[dndn′ ] cos(θn − θn′))

(C.122)

となる。ここで、デルタ関数 δ(ε− E(y′, n′, θn′))を

δ(ε− E(y′, n′, θn′)) =
∑

i

δ(θn′ − θi)∣∣∣ ∂E
∂θn′

∣∣∣
θn′=θi

(C.123)

ε = E(y′, n′, θi) = y′
2

vF,n′
(C.124)

y′ =
ε

2
vF,n′ (C.125)∣∣∣ ∂E

∂θn′

∣∣∣
θn′=θi

=
∂y′

∂θn′

∣∣∣
θn′=θi

2
vF,n′

= |s′| 2
vF,n′

(C.126)

s′ ≡ s cos(θn − θi) − y sin(θn − θi) (C.127)

と変形する。クリーンリミットの場合、束縛状態に関してインパクトパラメータ yとエネルギー ε

の間に

y =
ε

2
vF,n (C.128)

という関係がある（式 (D.70)参照）。いま我々は束縛状態間の散乱を考えているので、あるエネル
ギー εが与えられたとき、上述の関係が成り立つような yにおいて散乱率が最大となる。今回考え
ているような各フェルミ面上で等方的なギャップの場合、同じフェルミ面上にいる準粒子であれば
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y

yÕ

s

sÕ

|s|

|sÕ |! - !Õ

!0

!1

y

yÕ

s
sÕ

|s|
|sÕ |

! - !Õ

!0

!1

(a) (b)

図 C.2: 終状態と始状態の模式図。(a)後方散乱。(b)前方散乱。

インパクトパラメータ yの値は変わらない。そして、フェルミ速度の向きが変わると結晶軸に対し
て yの向きが変化する。よって、準粒子が存在できる trajectoryは、図 C.2で描かれるような円に
接する直線となる。束縛状態間の不純物散乱の場合は、半径 yと y′ の二つの円のそれぞれに接す
る直線が交わった点が散乱の場所となる。
一般に、y 6= y′であれば、ε−E(y′, n′, θn′)を満たす θn′ は二種類ある。ただし、n = n′のときは

一種類しかない。図 C.2にあるように、二種類はそれぞれ θn − θn′ > π/2の後方散乱（図 C.2(a)）
と、θn − θn′ < π/2の前方散乱 (図 C.2(b)) である。n = n′ のときは図 C.2(a)の散乱のみが存在
する。図 C.2にあるように、どちらの場合も sと s′ の間には

s2 + y2 = s′2 + y′2 (C.129)

cos θ0 =
s√

s2 + y2
(C.130)

cos θ1 =
s′√

s2 + y2
(C.131)

が成り立っている。後方散乱（図 C.2(a)）では、θn − θn′ は

θn − θn′ = π − (θ0 + θ1) (C.132)

cos(θn − θn′) = − cos(θ0 + θ1) (C.133)

= − s′√
s2 + y2

s√
s2 + y2

+
y√

s2 + y2

y′√
s2 + y2

(C.134)

= − 1
s2 + y2

(ss′ − yy′) (C.135)
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となる。前方散乱（図 C.2(b)）では、θn − θn′ は

θn − θn′ = θ1 − θ0 (C.136)

cos(θn − θn′) = cos(θ1 − θ0) (C.137)

=
s′√

s2 + y2

s√
s2 + y2

+
y√

s2 + y2

y′√
s2 + y2

(C.138)

=
1

s2 + y2
(ss′ + yy′) (C.139)

となる。以上から、式 (C.122)は

ImΣ̃(s, y, n, θ) =


∑

n′ kn′πe−u(s′)vF,n′
s2 + y2 − sign[dndn′ ]yy′

|s′|(s2 + y2)
(n 6= n′)∑

n′ kn′πe−u(s′)vF,n′
|s|

(s2 + y2)
(n = n′)

(C.140)

=
∑
n′

kn′πe−u(s′)vF,n′
s2 + y2 − sign[dndn′ ]yy′

|s′|(s2 + y2)
(C.141)

s′ =
√
s2 + y2 − y′2 (C.142)

となる。s′の表式を見ると、s′は y < y′である散乱過程はある特定の |s|以下で純虚数となること
になる。これは、特定の |s|以下でこのような散乱過程が存在しないことを意味している。図 C.2
を見ればわかるように、このような sが小さく散乱点が半径 y′の外側の円の内部にある場合には、
終状態に対応する trajectoryの接線が引けない。
さらに式 (C.125)(C.129)を代入すると

ImΣ̃(s, ε, n, θ) =
∑
n′

kn′πe−u(s′)vF,n′
4s2 + ε2v2

F,n − sign[dndn′ ]ε2vF,nvF,n′

|s′|(4s2 + ε2v2
F,n)

(C.143)

s′ =

√√√√s2 +
ε2v2

F,n

4

(
1 −

v2
F,n′

v2
F,n

)
(C.144)

となる。式 (4.64)に上式を代入すると、

γk(ε, n, θ) = 2
∫ ∞

0

Im
ds

C
Σ̃(s, ε, n, θ)e−u(s) (C.145)

= 4
∫ ∞

0

∑
n′

kn′
vF,n′

vF,n
πe−u(s)e−u(s′)

4s2 + ε2v2
F,n − sign[dndn′ ]ε2vF,nvF,n′

|s′|(4s2 + ε2v2
F,n)

(C.146)

となる。y′ > yのとき、s′が純虚数となる sが存在する。この場合、そのような散乱過程は存在し
ないことを意味するので、積分範囲から除外しなければならない。したがって、

γk(ε, n, θ) = 4π
∫ ∞

0

∑
n′

kn′
vF,n′

vF,n
e−u(s)e−u(s′)

4s2 + ε2v2
F,n − sign[dndn′ ]ε2vF,nvF,n′

|s′|(4s2 + ε2v2
F,n)

|Re s′|
|s′|

(C.147)

とすればよい。
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単一渦糸近傍における Andreev 束縛状態の摂動理論は Kramer と Pesch によって開発された
[196]。この摂動理論をKramer-Pesch近似 (KPA)と呼ぶことにする。この章では、Riccati方程式
を用いて束縛状態の準古典Green関数を求める。その際、我々が以前から使用してきたKPA[246]
と、Mel’nikovらが用いるKramer-Peschの原論文に基づくKPAを、Riccati方程式に対する摂動
論として考える。

D.1 Riccati方程式
自己エネルギーも含まれた場合での Riccati方程式は

vF (kF ) · ∇a(r) = −2 (−iε+ iΣ11(r)) a(r) − a(r)2 (∆∗(r) − Σ21(r)) + (∆(r) + Σ12(r)) , (D.1)

vF (kF ) · ∇b(r) = +2 (−iε+ iΣ11(r)) a(r) − a(r)2 (∆(r) + Σ12(r)) − (∆∗(r) − Σ21(r)) , (D.2)

となる。ここで、第二種超伝導極限1としてベクトルポテンシャルAを無視した。この Riccati方
程式において、∇は常に vF (kF ) · ∇の形でしか含まれないため、フェルミ速度 vF の方向に沿っ
た直線を考えれば方程式は一次元問題に帰着できる。また、準古典近似においては、Eilenberger
方程式がフェルミ面の各点各点に対して独立であるので、準古典 Green関数はフェルミ面の各点
各点で独立に求めることができる。そのため、二次元系であれば

r = Xâ + Y b̂, (D.3)

≡ sv̂ + yû, (D.4)

r ≡
√
X2 + Y 2 =

√
s2 + y2, (D.5)(

v̂

û

)
≡

(
cos θv sin θv

− sin θv cos θv

)(
â

b̂

)
. (D.6)

のように座標変換を定義すれば、Riccati方程式は

vF (kF )
∂

∂s
a(s, y) = −2 (−iε+ iΣ11(s, y)) a(s, y) − a(s, y)2 (∆∗(s, y) − Σ21(s, y)) + (∆(s, y) + Σ12(s, y)) ,

(D.7)

vF (kF )
∂

∂s
b(s, y) = +2 (−iε+ iΣ11(s, y)) b(s, y) + b(s, y)2 (∆(s, y) + Σ12(s, y)) − (∆∗(s, y) − Σ21(s, y)) .

(D.8)

1 磁場侵入長 λ とコヒーレンス長 ξ の間に λ/ξ → ∞ が満たされる極限。
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と書ける。ここで、θv は âとフェルミ速度ベクトル vF (kF ) がなす角度、vF はフェルミ速度ベク
トルの大きさ vF = |vF |である。また、â,b̂はある結晶軸に沿ったお互いに直交する単位ベクトル
であり、v̂,ûはフェルミ速度ベクトルに平行及び垂直な単位ベクトルである。
三次元系では、z方向に磁場のかかった渦糸系を考えている場合には z方向に並進対称性がある

ので、すべてのベクトルを xy面内に射影したベクトルを用いれば、Riccati方程式は

vF⊥(kF )
∂

∂s
a(s, y) = −2 (−iε+ iΣ11(s, y)) a(s, y) − a(s, y)2 (∆∗(s, y) − Σ21(s, y)) + (∆(s, y) + Σ12(s, y)) ,

(D.9)

vF⊥(kF )
∂

∂s
b(s, y) = +2 (−iε+ iΣ11(s, y)) b(s, y) + b(s, y)2 (∆(s, y) + Σ12(s, y)) − (∆∗(s, y) − Σ21(s, y))

(D.10)

と書ける。ここで vF⊥は磁場に垂直な平面内にフェルミ速度ベクトルを射影したベクトルである。

D.2 単一渦糸系
渦糸の中心を原点としたとき、超伝導ギャップ∆を

∆(s, y, kF ) = f(s, y)∆∞d(kF )eiθR (D.11)

= f(s, y)d(kF )∆∞
s+ iy√
s2 + y2

eiθv(kF ) (D.12)

と置く。ここで、f(s, y)は超伝導ギャップの空間依存性を表す関数であり、r → ±∞で f(s, y) → 1
となり f(0, 0) = 0である関数である。θR は図 D.1にあるように結晶軸 aとベクトル rのなす角
度である。d(kF )は超伝導ギャップの運動量空間での異方性を表すパラメータで、最大値は 1であ
る。∆∞ は超伝導ギャップの最大値である。このとき、

図 D.1: 座標系。vの方向はフェルミ速度の方向と等しい。a軸と b軸は結晶軸に固定されている。
θr は a軸と rの間の角度である。
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a = āeiθv (D.13)

b = b̄e−iθv (D.14)

∆ = ∆̄eiθv (D.15)

と置くと、Riccati方程式は

vF (kF )
∂

∂s
ā = −2 (−iε+ iΣ11) ā− ā2

(
∆∗ − Σ21e

iθv
)

+
(
∆ + Σ12e

−iθv
)
, (D.16)

vF (kF )
∂

∂s
b̄ = +2 (−iε+ iΣ11) b̄+ b̄2

(
∆ + Σ12e

−iθv
)
−
(
∆∗ − Σ21e

iθv
)

(D.17)

と変形することができる。このとき、準古典 Green関数を ā,b̄で表すと

g(s, y, kF , ε) =
1 − āb̄

1 + āb̄
(D.18)

となり、位相因子 eiθv の影響は受けない。

D.3 Kramer-Pesch近似:従来のやり方
我々が以前から使用してきたKPAは、Riccati方程式をエネルギー εとインパクトパラメータ y

と自己エネルギー Σの一次までの摂動を用いて解く方法である [246]。
式 (D.12)を yに関する 1次までで展開すると

∆(kF , s, y) = f(|s|)∆∞d(kF )eiθv
s√
s2

(
1 + i

y

s

)
(D.19)

= f(|s|)∆∞d(kF )eiθv sign (s)
(
1 + i

y

s

)
(D.20)

≡ (∆0 + ∆1)eiθv (D.21)

= ∆0

(
1 + i

y

s

)
eiθv (D.22)

となる。また、Clean limitにおける空間的に一様な系での Riccati方程式は

−2iεā+ ∆̄∗ā2 − ∆̄ = 0 (D.23)

+2iεb̄− ∆̄b̄2 + ∆̄∗ = 0 (D.24)

となり、解は

ā =
iε+

√
−ε2 + |∆|2
∆̄∗ (D.25)

b̄ =
iε+

√
−ε2 + |∆|2
∆̄

(D.26)

である。従って、ε = 0での解は

ā(ε = 0) =
|∆̄|
∆̄∗ =

∆̄∆̄∗∆̄
|∆̄|2

=
∆̄
|∆̄|

(D.27)

b̄(ε = 0) =
∆̄∗

|∆̄|
(D.28)

である。
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D.3.1 0次の解
0次の Riccati方程式は

vF
∂

∂s
ā0(s) + ∆0ā

2
0 − ∆0 = 0 (D.29)

vF
∂

∂s
b̄0(s) − ∆0b̄

2
0 + ∆0 = 0 (D.30)

となる。この微分方程式は Riccati形式であり、

ā(s) = tanh (u0(s) + C) (D.31)

が解である。ここで、

u0(s) =
1
vF

∫ s

0

∆0(s′)ds′ (D.32)

である。一方、s→ −sc (sc > 0)で āが一様解：

ā0 =
∆0

|∆0|
(D.33)

になるとすると、s→ −sc のとき

∆0 = ∆∞d(kF )sign (−sc) = −∆∞d(kF ) (D.34)

なので、

ā0 = −sign(d(kF )) (D.35)

となる。このとき、式 (D.31)の積分定数 C は

C = −sign(d(kF )) · ∞ (D.36)

となっている。一方、bは、s→ sc において一様解に一致する条件を課すと

b̄0 = sign(d(kF )) (D.37)

となる。

D.3.2 1次の解
まず始めに、不純物自己エネルギーを無視することにする。このとき、１次までの Riccati方程

式は

vF
∂

∂s
ā1(s) − 2iεā0 + 2∆0ā0ā1 − i

y

s
∆0a

2
0 − i

y

s
∆0 = 0 (D.38)

vF
∂

∂s
b̄1(s) + 2iεb̄0 − 2∆0b̄0b̄1 − i

y

s
∆0b̄

2
0 − i

y

s
∆0 = 0 (D.39)
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これらの微分方程式は定数変化法で解くことができる。まず、同次微分方程式：

vF
∂

∂s
ā1,0(s) + 2∆0ā0ā1,0 = 0 (D.40)

vF
∂

∂s
b̄1,0(s) − 2∆0b̄0b̄1,0 = 0 (D.41)

の解 ā1,0,b̄1,0 は

ā1,0(s) = Da exp
[
− 2
vF
ā0

∫ s

0

∆0(s′)ds′
]

(D.42)

b̄1,0(s) = Db exp
[

2
vF
b̄0

∫ s

0

∆0(s′)ds′
]

(D.43)

となる。ここで、Da,Db は積分定数である。a0 や b0 の解や∆0 の具体形を代入すると、

ā1,0(s) = Da exp
[

2
vF

sign (d(kF ))
∫ s

0

d(kF )f(|s′|)∆∞sign (s′)ds′
]

(D.44)

= Da exp

[
2∆∞

vF
|d(kF )|

∫ |s|

0

f(s′)ds′
]

(D.45)

= Dae
u(s) (D.46)

b̄1,0(s) = Dbe
u(s) (D.47)

u(s) ≡ 2
∆∞|d(kF )|

vF

∫ |s|

0

f(s′)ds′ (D.48)

となる。この同次の解を利用して定数変化法を用いると、

Da(s) =
1
vF

∫ s

−sc

(2iεā0 + 2i
y

s′
∆0(s′))e−u(s′)ds′ (D.49)

Db(s) =
1
vF

∫ s

sc

(−2iεb̄0 + 2i
y

s′
∆0(s′))e−u(s′)ds′ (D.50)

となるので、一次の解は

ā1(s) =
1
vF
eu(s)

∫ s

−sc

(2iεā0 + 2i
y

s′
∆0(s′))e−u(s′)ds′ (D.51)

b̄1(s) =
1
vF
eu(s)

∫ s

sc

(−2iεb̄0 + 2i
y

s′
∆0(s′))e−u(s′)ds′ (D.52)

となる。
準古典 Green関数を āと b̄に関する一次まで考えると、ā0b̄0 = −1より

g(s, y, kF , ε) =
1

1 + ā0b̄0 + ā1b̄0 + b̄1ā0
=

1
ā1b̄0 + b̄1ā0

(D.53)
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と書けるので、ā1b̄0 + b̄1ā0 を求める。ā1b̄0 + b̄1ā0 は

ā1b̄0 =
2i
vF
eu(s)

∫ s

−sc

(εā0b̄0 + ∆∞sign(s′)
y

s′
∆0(s′)b0)e−u(s′)ds′ (D.54)

= − 2i
vF
eu(s)

[∫ s

−sc

εe−u(s)ds′ − sign (d(kF ))∆∞

∫ s

−sc

f(|s′|)d(kF )
y

|s′|
e−u(s′)ds′

]
(D.55)

= − 2i
vF
eu(s)

[
ε

∫ s

−sc

e−u(s)ds′ − |d(kF )|∆∞

∫ s

−sc

f(|s′|) y

|s′|
e−u(s′)ds′

]
(D.56)

b̄1ā0 =
2i
vF
eu(s)

[
ε

∫ s

sc

e−u(s)ds′ − |d(kF )|∆∞

∫ s

sc

f(|s′|) y

|s′|
e−u(s′)ds′

]
(D.57)

より

ā1b̄0 + b̄1ā0 = − 2i
vF
eu(s)

[
ε

∫ sc

−sc

e−u(s)ds′ − |d(kF )|∆∞

∫ sc

−sc

f(|s′|) y

|s′|
e−u(s′)ds′

]
(D.58)

となり、sc → ∞とすれば

ā1b̄0 + b̄1ā0 = − 2i
vF
eu(s)

[
ε

∫ ∞

−∞
e−u(s)ds′ − |d(kF )|∆∞

∫ ∞

−∞
f(|s′|) y

|s′|
e−u(s′)ds′

]
(D.59)

である。u(s′)も f(|s′|)も s′ に関して偶関数なので被積分関数は偶関数であり、

ā1b̄0 + b̄1ā0 = − 4i
vF
eu(s)

[
ε

∫ ∞

0

e−u(s)ds′ − y|d(kF )|∆∞

∫ ∞

0

f(s′)
s′

e−u(s′)ds′
]

(D.60)

= − 4i
vF
eu(s)

[
ε− y|d(kF )|∆∞

∫∞
0

f(s′)
s′ e−u(s′)ds′∫∞

0
e−u(s′)ds′

]∫ ∞

0

e−u(s′)ds′ (D.61)

と書け、単一渦糸近傍での束縛状態のエネルギー εのインパクトパラメータ依存性は

ε = y|d(kF )|∆∞

∫∞
0

f(s′)
s′ e−u(s′)ds′∫∞

0
e−u(s)ds′

(D.62)

となる。よって、この近似ではエネルギー εは

ε ∝ y (D.63)

となっており、yに比例する。
不純物自己エネルギーを摂動の 1次として取り扱った場合、上の議論をほとんどそのまま適用す

ることができて、1次の解は一次の解は

ā1(s) =
1
vF
eu(s)

∫ s

−sc

(2i(ε− Σ̃)ā0 + 2i
y

s′
∆0(s′))e−u(s′)ds′ (D.64)

b̄1(s) =
1
vF
eu(s)

∫ s

sc

(−2i(ε− Σ̃)b̄0 + 2i
y

s′
∆0(s′))e−u(s′)ds′ (D.65)

となる。ここで、有効自己エネルギー Σ̃を

Σ̃(s,kF ) ≡ Σ11 −
i

2
sign(d(kF ))

(
eiθvΣ21 + e−iθvΣ12

)
, (D.66)

と定義した。
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D.3.3 積分の評価
式 (D.62)の積分を評価する。従来の方法では、

f(s) = tanh(|s|/ξ) (D.67)

と置き、 ∫ ∞

0

tanh(s′/ξ)
s′/ξ

e−u(s′)d(s′/ξ) ∼
∫ 1

0

d(s′/ξ) ∼ 1 (D.68)∫ ∞

0

ds′e−u(s′) ∼
∫ ∞

0

ds′e
−2|d(kF )|∆∞

s′
vF ∼ vF

2|d(kF )|∆∞
(D.69)

と近似して評価し、

ε = y|d(kF )|∆∞
1

2 vF

|d(kF )|∆∞

∼ y

ξ
|d(kF )|2∆∞ (D.70)

を得た。ここで、ξ ≡ vF /(π∆∞)を用いた。

D.4 Kramer-Pesch近似:KPA原論文に基づいたやり方
次に、Kramer-Peschの原論文に基づいたやり方で Riccati方程式の摂動展開を行う。このとき

の摂動展開は、エネルギー εと超伝導ギャップの虚部である。
まず、

∆R = Re ∆̄ = f(s, y)d(kF )∆∞
s√

s2 + y2
(D.71)

∆I = Im ∆̄ = f(s, y)d(kF )∆∞
y√

s2 + y2
(D.72)

と ∆̄の実部と虚部を導入すると、Riccati方程式は

vF
∂

∂s
ā(s) − 2iεā+ (∆R − i∆I)ā2 − ∆R − i∆I = 0 (D.73)

vF
∂

∂s
b̄(s) + 2iεb̄− (∆R + i∆I)b̄2 + ∆R − i∆I = 0 (D.74)

と書くことができる。この Riccati方程式を、エネルギー εと∆Iの一次までで摂動展開して解く。
前節と異なり、超伝導ギャップの空間依存性 f(s, y)も yに依ったままであることに注意しておく。

D.4.1 0次の解
0次の Riccati方程式は

vF
∂

∂s
ā0(s) + ∆Rā

2
0 − ∆R = 0 (D.75)

vF
∂

∂s
b̄0(s) − ∆Rb̄

2
0 + ∆R = 0 (D.76)
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である。この方程式の解は、

ā(s) = tanh (u(s) + C) (D.77)

である。また、

u(s) =
1
vF

∫ s

0

∆R(s′)ds′ (D.78)

である。前節と同様な境界条件で計算すると、0次の解は

ā0 = −sign(d(kF )) (D.79)

b̄0 = sign(d(kF )) (D.80)

となる。

D.4.2 1次までの解
１次までの Riccati方程式は

vF
∂

∂s
ā1(s) − 2iεā0 + 2∆Rā0ā1 − i∆Ia

2
0 − i∆I = 0 (D.81)

vF
∂

∂s
b̄1(s) + 2iεb̄0 − 2∆Rb̄0b̄1 − i∆Ib̄

2
0 − i∆I = 0 (D.82)

である。この方程式も前節と同様に計算することができて、1次の解は

ā1(s) =
1
vF
eu(s)

∫ s

−sc

(2iεā0 + 2i∆I(s′))e−u(s′)ds′ (D.83)

b̄1(s) =
1
vF
eu(s)

∫ s

sc

(−2iεb̄0 + 2i∆I(s′))e−u(s′)ds′ (D.84)

u(s) ≡ 2
|d(kF )|
vF

∫ s

0

∆∞f(s′, y)
s′√

s′2 + y2
ds′ (D.85)

となる。
よって、ā1b̄0 + b̄1ā0 は

ā1b̄0 + b̄1ā0 = − 2i
vF
eu(s)

[
ε

∫ ∞

−∞
e−u(s)ds′ − |d(kF )|∆∞

∫ ∞

−∞
f(s′, y)

y√
s′2 + y2

e−u(s′)ds′

]
(D.86)

と書け、単一渦糸近傍での束縛状態のエネルギー εのインパクトパラメータ依存性は

ε = |d(kF )|∆∞

∫∞
−∞ f(s′, y) y√

s′2+y2
e−u(s′)ds′∫∞

−∞ e−u(s)ds′
(D.87)

となる。
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D.4.3 積分の評価
式 (D.86)には積分が含まれており、この積分を評価しない限り簡便な計算が行えない。積分を

手で実行するには、ギャップの空間変化 f(s, y)の関数形を適当な形においてやればよい。今まで
我々が用いてきた KPAでは f(s, y)は

f(s, y) = tanh(
√
s2 + y2/ξ) (D.88)

を用いてきた。しかし、この関数では、積分を手で実行できない。そこで、Mel’nikovの論文にな
らい、

f(s, y) =
r√

r2 + ξ2
=

√
s2 + y2√

s2 + y2 + ξ2
(D.89)

という関数形を用いることにする。このとき、u(s)は簡単に評価できて、

u(s) = 2
|d(kF )|
vF

∆∞

∫ s

0

√
s′2 + y2√

s′2 + y2 + ξ2
s′√

s′2 + y2
ds′ (D.90)

= 2
|d(kF )|
vF

∆∞

∫ s

0

s′√
s′2 + y2 + ξ2

ds′ (D.91)

= 2
|d(kF )|
vF

∆∞

[√
s′2 + y2 + ξ2

]s
0

(D.92)

= 2
|d(kF )|
vF

∆∞

(√
s2 + y2 + ξ2 −

√
y2 + ξ2

)
(D.93)

となる。
次に、得られた u(s)の表式を用いて式 (D.86)に含まれる積分を評価する。式 (D.86)は

ā1b̄0 + b̄1ā0 = − 2i
vF
e
2

|d(kF )|
vF

∆∞
√

s2+y2+ξ2
[εC − E] (D.94)

C ≡
∫ ∞

−∞
e
−2

|d(kF )|
vF

∆∞
√

s′2+y2+ξ2
ds′ (D.95)

E ≡ |d(kF )|∆∞

∫ ∞

−∞

y√
s′2 + y2 + ξ2

e
−2

|d(kF )|
vF

∆∞
√

s′2+y2+ξ2
ds′ (D.96)

と書ける。
式 (D.95)(D.96)は、第二種変形ベッセル関数を用いて表すことができる。s̃ = 2 |d(kF )|∆∞

vF
s′,ỹ =

2 |d(kF )|∆∞
vF

y, ξ̃ = 2 |d(kF )∆∞|
vF

ξという変数変換を導入すると

C = 2
vF

2|d(kF )|∆∞

∫ ∞

0

e−
√

s̃2+ỹ2+ξ̃2
ds̃ (D.97)

E = 2|d(kF )|∆∞
vF

2|d(kF )|∆∞

∫ ∞

0

ỹ√
s̃2 + ỹ2 + ξ̃2

e−
√

s̃2+ỹ2+ξ̃2
ds̃ (D.98)

である。まず、定積分： ∫ ∞

0

e−
√

x2+a2
dx = aK1(a) (D.99)∫ ∞

0

1√
x2 + a2

e−
√

x2+a2
dx = K0(a) (D.100)
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となることを示す。ここで、Kn(z)は第二種変形ベッセル関数であり、その積分表示は

Kn(z) =
√
π

(n− 1
2 )!

(z
2

)n
∫ ∞

1

e−zx(x2 − 1)n− 1
2 dx (D.101)

である。
まず、式 (D.100)を示す。変数変換 η =

√
x2 + a2 − aを行うと、

dη

dx
=

x√
x2 + a2

=

√
(η + a)2 − a2

η + a
(D.102)

より ∫ ∞

0

1√
x2 + a2

e−
√

x2+a2
dx =

∫ ∞

0

1
η + a

e−(η+a) η + a√
(η + a)2 − a2

dη (D.103)

=
∫ ∞

0

e−(η+a) 1√
(η + a)2 − a2

dη (D.104)

となり、さらに変数変換 η = a(ξ − 1) を行うと、

dη

dξ
= a (D.105)

より ∫ ∞

0

e−(η+a) 1√
(η + a)2 − a2

dη =
∫ ∞

1

e−aξ 1√
a2ξ2 − a2

adξ (D.106)

=
∫ ∞

1

e−aξ 1√
ξ2 − 1

dξ (D.107)

となる。ここで、n = 0の第二種変形ベッセル関数K0(z)は (−1
2 )! =

√
πより

K0(z) =
∫ ∞

1

e−zx(x2 − 1)−
1
2 dx (D.108)

なので、式 (D.100)が示された。
式 (D.99)を示す。さきほどと同様の変数変換を行うと∫ ∞

0

1√
x2 + a2

e−
√

x2+a2
dx =

∫ ∞

1

e−aξ aξ√
ξ2 − 1

dξ (D.109)

となる。ここで部分積分を行うと∫ ∞

1

e−aξ aξ√
ξ2 − 1

dξ = a

∫ ∞

1

e−aξ ∂

∂ξ

√
ξ2 − 1dξ (D.110)

= a
[
e−aξ

√
ξ2 − 1

]∞
1

− a

∫ ∞

1

(−a)e−aξ
√
ξ2 − 1dξ (D.111)

= a

∫ ∞

1

ae−aξ
√
ξ2 − 1dξ (D.112)
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となる。n = 1の第二種変形ベッセル関数K0(z)は ( 1
2 )! =

√
π/2より

K1(z) =
∫ ∞

1

ze−zx(x2 − 1)
1
2 dx (D.113)

であるから、式 (D.99)が示された。
以上より、C と E は

C = 2
vF

2|d(kF )|∆∞

√
ỹ2 + ξ̃2K1(

√
ỹ2 + ξ̃2) (D.114)

= 2
√
y2 + ξ2K1

(
2|d(kF )|
vF

∆∞
√
y2 + ξ2

)
(D.115)

E = 2|d(kF )|∆∞yK0

(
2|d(kF )|
vF

∆∞
√
y2 + ξ2

)
(D.116)

となる。以上から、式 (D.86)は

ā1b̄0 + b̄1ā0 = − 4i
vF
e
2

|d(kF )|
vF

∆∞
√

s2+y2+ξ2√
y2 + ξ2

ε− |d(kF )|∆∞
y√

y2 + ξ2

K0

(
2|d(kF )|

vF
∆∞

√
y2 + ξ2

)
K1

(
2|d(kF )|

vF
∆∞

√
y2 + ξ2

)


(D.117)

となる。よって、式 (D.86)は

ε = |d(kF )|∆∞
y√

y2 + ξ2

K0

(
2|d(kF )|

vF
∆∞

√
y2 + ξ2

)
K1

(
2|d(kF )|

vF
∆∞

√
y2 + ξ2

) (D.118)

となる。
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